18. PRZEKROJE POINCAREGO
PRZESTRZENI FAZOWEJ CZ¥STKI HENONA-
HEILESA

Przestrzen fazowa ukladu H-H jest czterowymiarowa: (X,

Y: P Py)-
Zdefiniowane w nig powierzchnie gaych energii:

(18A)  K(popy) +U(x,y)=E

sarozmaitosciami trojwymiarowymi, co powoduje, ze dla
pelnego opisu dowolng trgektorii wystarczy podac bieg
jg trzech wspolrzednych np. x(t), y(t), py(t), bowiem
czwarta py(t) bedzie juz zdeterminowana warunkiem
sdosci energii ( 18.8). Tréjwymiarowa przestrzen (X, Y,
py), W ktorg wykredany jest bieg trgektorii, mozemy
przeciac plaszczyzna np. o rownaniu x=0. Przeciecie to,
zwane przekrojem Poincare sprowadza nas na
plaszczyzne {y, p,). Punkty, w ktorych trgjektoria czastki
przebija te plaszczyzne, jednoznacznie determinuja jg
bieg. Jedi bowiem zadamy wartosci y i py, to z definigi
przekroju x=0, zas vy mozemy obliczyc z warunku
ddosc energii ( 18.9).

Przedstawione nizg rysunki prezentuja przekroje
Poincare przestrzeni fazowg czastki H-H dla kilku
wybranych wartosti jg energii. Technika ich wykonania
jest nastepujaca:

Przy ustdong wartosci E energii calkowitg czastki:

1. Wybieramy w plaszczyznie (y, py) dowolny punkt y(0),
py(0).

2. Przyjmujac x(0)=0 obliczamy z warunku ( 18.9)
wartosc zmienng Vy(0).

3. Ustalone wartosci x(0), y(0), p«(0), p,(0) przyjmujemy
jako wspdlrzedne punktu poczatkowego trgektorii,
ktérg bieg wyznaczamy cakujac numerycznie réwnania
ruchu czastki. Na plaszczyznie (y, py) wykredamy punkty
trgektorii, dla ktérych x(t)=0, a wiec te punkty, w
ktorych przebija ona plaszczyzne (y, py).

Powyzsza procedura prowadzi do wykredenia na
plaszczyznie {y, py) ksztdtu przekroju tg rozmaitosci, po
ktbrg porusza Se zanicjowana trgektoria Jedi
rozmaitosc ta jest topologicznie réwnowazna torusowi, to
w plaszczyznie przekroju Poincarego, wykredane punkty
zaznacza krzywa topologicznie réwnowazna okregowi.
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Rys. 18-A Przekroje Poincare powierzchni  staleg
energii w przestrzeni fazowegl ukladu Henona-
Heilesa.

E=01,03,05,0.7,090.11,0.13i 0.15.

Jk widac z rys 18-a, dla mdych wartosci energi,
trgjektorie czastki kraza po powierzchniach topologicznie
rownowaznych torusowi. Andiza przekroju
narysowanego dla E=0.9, ujawnia, ze précz trgektorii,
ktére poruszgja se po tak prostych powierzchniach,
igniga trgektorie, ktorych bieg jest znacznie bardzig
Zlozony, bowiem ich przebica z plaszczyzna (y, py)
zaznaczgja nie krzywe zamkniete, lecz zbiory o niezerowe
mierze powierzchniowg. Pole pokrywanego przez nich
przekroju zwiekszasewraz z E i przy E=0.15 to one sa
regula a trgektorie regularne wyjatkiem. Zauwazmy, ze
trgektorie regularne, biegnace po powierzchniach
rownowaznych topologicznie torusowi | trgektorie
chaotyczne, biegnace w zbiorach o znacznie bardzig
Zlozong strukturze, wspdlistniga na powierzchni stdg
energii. To czy, czaska bedzie poruszda se ruchem
regularnym, czy chaotycznym, zaezy w tym wypadku od
wyboru warunkow poczatkowych. Zauwazmy tez, ze w
jednym przekroju Poincarego, moze igniec (i istnige)
wiecq niz jedna sciezka trgjektorii chaotycznych - tym,
Co jerozdziela, sa powierzchnie zachowan regularnych.



