XIV. MODEL SKACZ¥CEJ KULKI

Kuleczka spada na plaka, idednie pozioma
plaszczyzne przymocowana do membrany glosnika
Glosnik zasilany jest ze zrodla napiecia Snusoidalnego o
dag czestotliwosci wi amplitudzie kontrolowang przez
eksperymentatora. Patrz Rys. XIV-A.
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Rys. XIV-A
skaczacej kulki.

Eksperymentalna realizacja modelu

Przyjmujemy, ze skoki kulki saidealnie pionowe (co
w reslnym eksperymencie wymaga pewng uwagi ze
wzgledu na laiwosc wzbudzenia oscylagji bocznych).
Zakladamy tez, ze amplituda i ksztdt wibragi
plaszczyzny pozostgja niezmienne bez wzgledu nato, w
jakim modzie ruchu zngjdzie Se sama kulka

Przy takich zaozeniach modd skaczacg kuki, w
skrocie BB (od Bouncing Badl), moze byc traktowany
jako szczegdlny przypadek ukladu trzech cid. Petrz
Rys. XIV-B. Trzy masy , M » m» m poruszgjasie
tu wzdluz prostg) odzidujac miedzy soba silami réznego
rodzgju.

Masa duza M (laboratorium, w ktorym

zamocowany jest glosnik) sprzezona jest z masa o
gednig mase m (membranatprzymocowana do nig
plaszczyzna) idednie sprezysta sprezyna, co czyni, ze
ten poduklad jest ukladem liniowym (jego drgania
wlasne mga forme snusoidalng, o stag, niezdezng od
amplitudy czestotliwosci).
Kuleczka 0 masie mprzyciagana jest do masy M slami
grawitacyjnymi, jednak jg ruch ograniczany jest z dolu
przez plaszczyzne o mase m, z ktérakulka oddziduje
dlami o bardzo krétkim zadegu (spotkanie kulki z
plaszczyzna - to zderzenie) Tak wiec, ten drugi
poduklad jes dlnie nidiniowy.

Teoretyczny modd BB mozna rozwazac | w wergi
zachowawcze, de kazda praktyczna jego redizacja
zachowawcza nie jest , bowiem zderzenia rednej kulki
Z redna plaszczyzna nigdy nie saw peni sorezyse tzn.
w kazdym ich zderzeniu czesc energii kinetyczng kulki
jest tracona.

W ddszym dagu przyjmujemy, ze w ukladzie
odniesenia zwiazanym z plaszczyzna kazde zderzenie
przebiega wedlug tego samego scenariusza:

(i) kulka przybywa do plaszczyzny z predkoscia w—,
(i) podczas zderzenia pewna czesc energii kinetyczng
kulki jest tracona,

(i) kulka opuszcza plaszczyzne z predkoscia
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Rys. XIV-B Model skaczacej kulki moze byc

interpertowany jako szczegélny przypadek problemu
trzech cid.

Réwnanie to stanowi punkt wyjscia do prowadzonych

W hastepnym rozdzide rozwazan nad rownaniami ruchu
ukladu BB

ROWNANIA RUCHU
Dla uproszczenia notagji i uogdlnienia rozwazan
wprowadzmy bezwymiarowe zmienne dlugosci i czasu.
Definiujemy wiec bezwymiarowy czas.
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oraz bezwymiarowa dlugosc:
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gdze t i | sa odpowiednio, czasem i dlugoscia

mierzonymi w dowolnych jednostekach, zas Ts jest
okresem drgan plaszczyzny zderzen a g dda
przyspieszenia grawitacyjnego zmierzonymi w  tych
samych jednostkach co til.

Sde cymniki 2p i p?) pojawigace se w
definigach Q i h wprowadzono dla osagniecia
zgodnosti przyblizonych réwnan ruchu z tzw. mapa
standardowa. Problem ten bedzie dyskutowany dalg

W terminach bezwymiarowgo czasu i dlugosci okres
drgan plaszcyzny zderzen wynos 2p, a dda
przyspieszenia grawitacyjnego rowna jest 2.

Ruch plaszczyzny zderzen dany jest rownaniem:

(XIV.D)  h{Q)=-Acos(Q)

Formane wyprowadzenie réwnan ruchu skaczace
kulki jest raczg skomplikowane, dlatego pdjdziemy
inna droga. podamy je i przedyskutujemy ich sens

fizycary.
Rownaniasatrzy
(xivp  ACNQ) Fvt, -t
= -AcoyQ, +t;)
(XIV.F) Q. =0Q +t,
V,, = -k(v -2t) +
(XIV.G)

A(l+K) Sn(Qy,,)

vj oznecza tu (bezwymiarowa) predkosc kulki w

|aboratoryjnym ukladzie odniesienia zmierzona tuz po i-
tym zderzeniu, zas t; jest czasem trwania skoku, w
ktory kulkawchodzi po tym zderzeniu.

Réwnania ( XIV.E), ( XIV.F)i ( XIV.G) opisuja
kompletna historie jednego ze skokow kulki:  ktego,
patrz RyS. xiv-a.
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Rys. X1V-A Detalei-tego skoku kulki.

Skok ten rozpoczyna se w chwili  Q; , w ktorg
zachodzi i-te zderzenie. Kulka wychodzi z tego
zderzenia z predkoscia v; . Zderzenie to mamigsce na
wysokosci  [-Acos(Q))], na ktorg zngduje Se
plaszczyzna.

Trgektoria ruchu kulki, jaka nastepuje po zderzeniu
jest trgektoria cida w zagadnieniu rzutu pionowego z
wysokosci [FAcos(Q)], z predkoscia poczatkowa v,
w polu grawitacyjinym o dadg przysiieszenia
grawitacyjnego réwng 2. Lewa srona réwnania (
XIV.E) opisuje te trgektorie w terminach czasu
lokalnego t , tj. czasu, ktorego uplyw liczony jest od
ostatniego zderzenia. Prawa strona rOwnania opisuje
trgektorie  zachodzacego  jednoczesnie  ruchu
plaszczyzny zderzen. Gdy te dwie trgektorie spotkga
sie powtdrnie, co ma migjsce po czase t; od i-tego
Zderzenia, zachodzi zderzenie (+1) - sze. ROwnanie (
XIV.F) okreda jego moment Qi.;. By procedura
zZngdywania momentu kolgnego zderzenia mogla byc
powtdrzona, musimy znaezc jeszcze predkosc kulki tuz
po (i+1)-szym zderzeniu. Uczynmy to.

Jedi uklad obserujemy w  ukladzie odniesenia
Zwiazanym z |aboratorium, to swierdzimy, ze do (i+1)-
szego zderzenia kulka podchodzi z predkoscia rowna:

(XIV.H) (v-22.)

bowiem do i-tego skoku wystartowaa z predkoscia v;,
a jg lot trwgacy czas t; odoywd dSe w polu
grawitacyjnym o ddg przespiezenia réwng 2
Przechodzac do ukladu odniesenia zwiazanego z
plaszczyzna zderzen swierdzimy, ze jg predkosc tuz
przed zderzeniem (i+1)-szym zderzeniem rowna jest

XIV)W, =[ (v, - 2t) - Asn(Q,,,)]



gdzie A 3n (Qi.1) okreda predkosc plaszczyzny (w
ukladzie laboratoryjnym) w chwili zderzenia.
Korzysaac z rownania ( XI1V.A) mozemy okredic
predkosc kulki (w ukladzie zwiazanym z plaszczyzna
zderzen) tuz po (i+1)-szym zderzeniu:

XIV.Iwi, =-K[(v, - 2t;)-Asin(Q;,,)]
Tak wiec powracgiac do ukladu laboratoryjnego

zngjdujemy szukana predkosc kulki tuz po (i+1)-szym
Zderzeniu:

Vi =
- KI[(v - 2.)- A9 )
(XIVK) H{évn( : .)>: Sn(Q,,)

- k(v - Z,) + AL+ k) Sn( Q)

Rownania ( XIV.E), ( XIV.F)i ( XIV.G) opisuja
popravnie wiekszosc zjawisk obserowanych w
|aboratoryjnym ukladzie BB. Jednakze ignige cda
klasa ruchdéw skaczacg kulki, dla ktorych sa one
niewystarczgace. Problem polega na tym, ze ciag
skokow kulki moze okazac de zbiezny, tzn. w
skonczonym czase, choc po nieskonczong liczbie
skokéw, kulka moze osiasc na plaszczyznie zderzen.
Jedi Zjawisko takie wystapi, rownania ( XIV.E), (
XIV.F)i ( XIV.G) okazuja Se bezuzyteczne. Algorytm
numeryczng symulagi ukladu BB mus byc na to
przygotowany i odpowiednio zareagowac. Jedi wiec w
procese numerycznego rozwiazywania rownan (
XIV.E), ( XIV.F) i ( XIV.G) pojawi Sie sekwencja
maegacych skokéw, trzeba zbadac, czy jest ona
Zbiezna a jedi tak, to trzeba nastepnie wyznaczyc przy
pomocy innego agorytmu punkt zbieznosci, od ktorego
daszy ruch kulki pokrywa se z ruchem plaszczyzny
zderzen (kulka sedzi na plaszczyznie poruszgec Se z
nia) az do momentu (jedi teki ignige), w ktorym
przyspieszenie przekroczy wartosc przyspieszenia
grawitacyjnego. Poszukanie 1 wyznaczenie tego
momentu sanowi kolgny, oddzieny dement agorytmul.

Dla prostych periodycznych modow  ruchu
skaczacg kulki rownania ( XIV.E), ( XIV.F) i (
XIV.G) moga zogtac istotnie uproszczone. Zauwazmy,
ze jedi ruch jest periodyczny i czasowa dlugosc
skokéw kulki jest wielokrotnoscia okresu drgan
plaszczyzny, to wszystkie zderzenia odbywaga se w tg
sang fazie ruchu plaszczyzny: Q; mod 2 = congt, a

wiec przy tym samym jg polozeniu. W tg sytuagi
wyrazy A cos( Q;)i Acos(Q +t;)sasobieréwnei

rownanie ( XIV.E) upraszcza sie do postaci
(XIV.L) ti =V

co pozwaa napisac rownania ( XIV.F)i ( XIV.G) w
progszg formie

(XIVM)  Q,=Q +Vv
(XIV.N) v, =kv +1sn(Q,)
gdzie

(XIV.Oo) |I= (1+k)A

Rownania ( XIV.M) i ( XIV.N) opisujace poprawnie
ngprossze mody periodyczne skaczacg kulki sa
uzyteczne jeszcze w innym przypadku. Mianowicie,
jedi skoki kulki staja sie bardzo wysokie w poréwnaniu
z amplituda drgan plaszczyzny zderzen, awiec czasy t;
bardzo dlugie, wtedy réznica miedzy czlonami A cos (
Qi )i Acos( Qi + t;) moze byc zaniedbana, co
prowadzi do tego samego ukladu réwnan ( XIV.M)i (
XIV.N).



