
XIV. MODEL SKACZ¥CEJ KULKI 

 
Kuleczka spada na plaska, idealnie pozioma 
plaszczyzne przymocowana do membrany glosnika. 
Glosnik zasilany jest ze zródla napiecia sinusoidalnego o 
stalej czestotliwosci ωi amplitudzie kontrolowanej przez 
eksperymentatora. Patrz Rys. XIV-A. 

 
Rys. XIV-A  Eksperymentalna realizacja modelu 
skaczacej kulki. 

 Przyjmujemy, ze skoki kulki sa idealnie pionowe (co 
w realnym eksperymencie wymaga pewnej uwagi ze 
wzgledu na latwosc wzbudzenia oscylacji bocznych). 
Zakladamy tez, ze amplituda i ksztalt wibracji 
plaszczyzny pozostaja niezmienne bez wzgledu na to, w 
jakim modzie ruchu znajdzie sie sama kulka.  
 Przy takich zalozeniach model skaczacej kulki, w 
skrócie BB (od Bouncing Ball), moze byc traktowany 
jako szczególny przypadek ukladu trzech cial. Patrz 
Rys. XIV-B. Trzy masy , M » m » µ, poruszaja sie 
tu wzdluz prostej odzialujac miedzy soba silami róznego 
rodzaju. 
 Masa duza  M (laboratorium, w którym 
zamocowany jest glosnik) sprzezona jest z masa o 
sredniej  masie m (membrana+przymocowana do niej 
plaszczyzna) idealnie sprezysta sprezyna, co czyni, ze 
ten poduklad jest ukladem liniowym (jego drgania 
wlasne maja forme sinusoidalna, o stalej, niezaleznej od 
amplitudy czestotliwosci). 
Kuleczka o masie µ przyciagana jest do masy M silami 
grawitacyjnymi, jednak jej ruch ograniczany jest z dolu 
przez plaszczyzne  o masie  m, z która kulka oddzialuje 
silami o bardzo krótkim zasiegu (spotkanie kulki z 
plaszczyzna − to zderzenie) Tak wiec, ten drugi 
poduklad jest silnie nieliniowy. 

 Teoretyczny model BB mozna rozwazac i w wersji 
zachowawczej, ale kazda praktyczna jego realizacja 
zachowawcza nie jest , bowiem zderzenia realnej kulki 
z realna plaszczyzna nigdy nie sa w pelni sprezyste tzn. 
w kazdym ich zderzeniu czesc energii kinetycznej kulki 
jest tracona.  
 W dalszym ciagu przyjmujemy, ze w ukladzie 
odniesienia zwiazanym z plaszczyzna kazde zderzenie 
przebiega wedlug tego samego scenariusza: 

(i) kulka przybywa do plaszczyzny z predkoscia  w_ , 
(ii) podczas zderzenia pewna czesc energii kinetycznej 
kulki jest tracona, 
(iii) kulka opuszcza plaszczyzne z predkoscia: 

( XIV.A) w kw+ - =  - , gdzie 0<k<1. 

 
Rys. XIV-B Model skaczacej kulki moze byc 
interpertowany jako szczególny przypadek problemu 
trzech cial.  

Równanie to stanowi punkt wyjscia do prowadzonych 
w nastepnym rozdziale rozwazan nad równaniami ruchu 
ukladu BB 

RÓWNANIA RUCHU 
 Dla uproszczenia notacji i uogólnienia rozwazan 
wprowadzmy bezwymiarowe zmienne  dlugosci i czasu.  
 Definiujemy wiec bezwymiarowy czas: 

( XIV.B) Θ =  
2πt
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oraz bezwymiarowa dlugosc: 
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gdzie t  i l sa, odpowiednio, czasem i dlugoscia 
mierzonymi w dowolnych jednostakach, zas  Ts  jest 
okresem drgan plaszczyzny zderzen a  g  stala 
przyspieszenia grawitacyjnego zmierzonymi w tych 
samych jednostkach co   t i l. 

 Stale czynniki (2π  i π2) pojawiajace sie w 
definicjach Θ i h wprowadzono dla osiagniecia 
zgodnosci przyblizonych równan ruchu z tzw. mapa 
standardowa. Problem ten bedzie dyskutowany dalej 
 W terminach bezwymiarowgo czasu i dlugosci okres 
drgan plaszcyzny zderzen wynosi 2π , a stala 
przyspieszenia grawitacyjnego równa jest 2. 
 Ruch plaszczyzny zderzen dany jest  równaniem: 

( XIV.D) hs(Θ) = -A cos (Θ) 

 Formalne wyprowadzenie równan ruchu skaczacej 
kulki jest raczej skomplikowane, dlatego pójdziemy 
inna droga: podamy je i przedyskutujemy ich sens 
fizyczny. 
Równania sa trzy  
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vi oznacza tu (bezwymiarowa) predkosc kulki w 
laboratoryjnym ukladzie odniesienia zmierzona tuz po i-
tym zderzeniu, zas  τi  jest czasem trwania skoku, w 
który kulka wchodzi po tym zderzeniu. 
 Równania (  XIV.E), (  XIV.F) i ( XIV.G) opisuja 
kompletna historie jednego ze skoków kulki:  i-tego, 
patrz Rys. XIV-A. 

 
Rys. XIV-A Detale i-tego skoku kulki.  

 Skok ten rozpoczyna sie w chwili  Θi , w której  
zachodzi i-te zderzenie. Kulka wychodzi z tego 
zderzenia z predkoscia v i . Zderzenie to ma miejsce na 
wysokosci [-Acos(Θi)], na której znajduje sie 
plaszczyzna .  
 Trajektoria ruchu kulki, jaka nastepuje po zderzeniu 
jest trajektoria ciala w zagadnieniu rzutu pionowego z 
wysokosci [-Acos(Θi)], z predkoscia poczatkowa v i, 
w polu grawitacyjnym o stalej przyspieszenia 
grawitacyjnego równej 2. Lewa strona równania ( 
XIV.E) opisuje te trajektorie w terminach czasu 
lokalnego τ , tj. czasu, którego uplyw liczony jest od 
ostatniego zderzenia. Prawa strona równania opisuje 
trajektorie zachodzacego jednoczesnie ruchu 
plaszczyzny zderzen. Gdy te dwie trajektorie spotkaja 
sie powtórnie, co ma miejsce po czasie τi od i-tego 
zderzenia, zachodzi zderzenie (i+1) − sze. Równanie ( 
XIV.F) okresla jego moment Θi+1. By procedura 
znajdywania momentu kolejnego zderzenia mogla byc 
powtórzona, musimy znalezc jeszcze predkosc kulki tuz 
po (i+1)-szym zderzeniu. Uczynmy to. 
 Jesli uklad obserujemy w ukladzie odniesienia 
zwiazanym z laboratorium, to stwierdzimy, ze do (i+1)-
szego zderzenia kulka podchodzi z predkoscia równa: 

( XIV.H)  ) 2 -  ( ii τv  

bowiem do i-tego skoku wystartowala z predkoscia v i, 
a jej lot trwajacy czas τi odbywal sie w polu 
grawitacyjnym o stalej przespieszenia równej 2. 
Przechodzac do ukladu odniesienia zwiazanego z 
plaszczyzna zderzen stwierdzimy, ze jej predkosc tuz 
przed zderzeniem (i+1)-szym zderzeniem równa jest 

(XIV.I) w t Ai +
− =1 [ ( v  -  2  ) -   sin( ) ]i i i+1Θ  



gdzie A sin (Θi+1) okresla predkosc plaszczyzny (w 
ukladzie laboratoryjnym) w chwili  zderzenia . 
Korzystajac z równania ( XIV.A) mozemy okreslic 
predkosc kulki (w ukladzie zwiazanym z plaszczyzna 
zderzen) tuz po (i+1)-szym zderzeniu: 

(XIV.J) w = - [(  -  ) - A ( ) ]i+1
+

+k vi i i2 1τ sin Θ  

Tak wiec powracajac do ukladu laboratoryjnego 
znajjdujemy szukana predkosc kulki tuz po (i+1)-szym 
zderzeniu: 

( XIV.K) 
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 Równania (  XIV.E), (  XIV.F) i ( XIV.G) opisuja 
poprawnie wiekszosc zjawisk obserowanych w 
laboratoryjnym ukladzie BB. Jednakze istnieje cala 
klasa ruchów skaczacej kulki, dla których sa one 
niewystarczajace. Problem polega na tym, ze ciag 
skoków kulki moze okazac sie zbiezny, tzn. w 
skonczonym czasie, choc po nieskonczonej liczbie 
skoków, kulka moze osiasc na plaszczyznie zderzen. 
Jesli zjawisko takie wystapi, równania ( XIV.E), ( 
XIV.F) i ( XIV.G) okazuja sie bezuzyteczne. Algorytm 
numerycznej symulacji ukladu BB musi byc na to 
przygotowany i odpowiednio zareagowac. Jesli wiec w 
procesie numerycznego rozwiazywania równan ( 
XIV.E), ( XIV.F) i (  XIV.G) pojawi sie sekwencja 
malejacych skoków, trzeba zbadac, czy jest ona 
zbiezna a jesli tak, to trzeba nastepnie wyznaczyc przy 
pomocy innego algorytmu punkt zbieznosci, od którego 
dalszy ruch kulki pokrywa sie z ruchem plaszczyzny 
zderzen (kulka siedzi na plaszczyznie poruszajac sie z 
nia) az do momentu (jesli taki istnieje), w którym 
przyspieszenie przekroczy wartosc przyspieszenia 
grawitacyjnego. Poszukanie i wyznaczenie tego 
momentu stanowi kolejny, oddzielny element algorytmu. 
 Dla prostych periodycznych modów ruchu 
skaczacej kulki równania ( XIV.E), ( XIV.F) i ( 
XIV.G) moga zostac istotnie uproszczone. Zauwazmy, 
ze jesli ruch jest periodyczny  i  czasowa dlugosc 
skoków kulki jest wielokrotnoscia okresu drgan 
plaszczyzny, to wszystkie zderzenia odbywaja sie w tej 
samej fazie ruchu plaszczyzny: Θi mod 2π  = const, a 

wiec przy tym samym jej polozeniu. W tej sytuacji 
wyrazy A cos ( Θi ) i A cos ( Θi + τi ) sa sobie równe i 
równanie ( XIV.E) upraszcza sie do postaci   

( XIV.L ) τi iv =   

co pozwala napisac równania ( XIV.F) i ( XIV.G) w 
prostszej formie: 

( XIV.M ) iii v +  = 1+ ΘΘ  

( XIV.N )  )(sin +  = 1+ iii lkvv Θ  

gdzie 

( XIV.O ) l k A=  ( + ) 1  

Równania ( XIV.M) i ( XIV.N) opisujace poprawnie 
najprostsze mody periodyczne skaczacej kulki sa 
uzyteczne jeszcze w innym przypadku. Mianowicie, 
jesli skoki kulki staja sie bardzo wysokie w porównaniu 
z amplituda drgan plaszczyzny zderzen, a wiec czasy τi 
bardzo dlugie, wtedy róznica miedzy czlonami A cos ( 
Θi ) i A cos ( Θi + τi ) moze byc zaniedbana, co 
prowadzi do tego samego ukladu równan ( XIV.M) i ( 
XIV.N). 


