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10. ZBIOR CANTORA,
WYMIAR ULAMKOWY

Wezmy odcinek domkniety [0, 1] i poddajmy
0O nastepujacemu ciagowi operacji:

Krok 1.

Podzielmy odcinek wyjsciowy na trzy réwne
czesci i wytnijmy czesc srodkowa, bez jg
brzegbw, tzn. przedzial otwarty (1/3, 2/3).
Zbidr 1, ktéry pozostaje po teg operacji,
sklada sie z N;=2 przedzialbw domknietych,
P11=[0, /3] oraz P12=[2/3, 1], sam jest wiec
domkniety. Jego calkowita dlugosc wynosi
L1:Z3.

Krok i=2.

Kazdy z odcinkow [0, /3] oraz [2/3,1],
dziimy na trzy réwne czesci i usuwamy
otwarte czesci srodkowe, a wiec przedziay
/9, 2/9), (7/9, 8/9).

Zbior |5, ktéry pozostge, sklada sie z N,=4
przedzialow domknietych, P21, P22, P23,
P24, kazdy o dlugosci 1/9. W sumie wiec
jego dlugosc wynosi L,=4/9.

Krok n-ty.
Kazdy z Np1=2"'  przedzidow
domknietych Pn-1,1, Pn-]_,z, Pn. 13 o Z

ktorych sklada sie zbior 1,1, dzielimy natrzy
rbwne czesci i usuwamy otwarte czesci
srodkowe. W efekcie tg operacji, zbior |,
ktéry pozostaje, sklada se z N,=2"
przedzialbw domknietych Py, 1, Pn2,Pn3, ..,

2n
(10A)  lh=JPR,,
k=1

Kazdy przedzia Pn,x ma dlugosc (1/3)", a
wiec calkowita dlugosc I, wynosi L,=(2/3)".

Zhiér C zdefiniowany jako

(10B) c=(I,

nazywany jest tr 6j kowym zbiorem
Cantora.

© trojkowy zbiér Cantora C

Rys. 10-A Konstrukcja trojkowego zbioru
Cantora C.

C jest zbiorem o paradoksalnych
wlasnosciach. Ponizej postaramy sie omowic
najbardzie) interesujace z nich
przedstawigjac je w formie lematéw.

LEMAT 1.
C jest zbiorem domknietym.

Dowad.

Niech {x,}1 C bedzie ciagiem zbieznym.
Poniewaz {xn}| C, wiec ze wzgledu na 10.b)
{xn}1 1), dla kazdego n. Ale kazdy ze
zbioréw 1, jest zbiorem domknietym, wiec
granicaciagu {Xn}, X = L!@rg Xn , mus do niego

nalezec: X I,. Jedli zas, dla kazdego n, X1 Iy,
to ze wzgledu na 10.b) mus tez zachodzc: x
T C. A wiec kazdy ciag zbiezny ze zbioru C
ma w nim swa granice, czyli zbiér C jest
domkniety. chdo.

LEMAT 2.
C jest zbiorem brzegowym.

Dowod.

Kazdy niepusty przedzial otwarty @, b) ma
skonczona dlugosc: |a-b|. Miara zbioru C
wynos O, nie moze wiec on zawierac
Zzadnego niepustego przedzialu otwartego.
Jest wiec zbiorem brzegowym.

LEMAT 3.
C jest zbiorem doskonalym.
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Dowod.

Wiemy z lematu 1, ze C jest zbiorem
domknietym. Niech xI C. Wobec 10.b) x
musi tez byc elementem kazdego z kolgjnych
zbioréw |,. Dla dowolnego n niech k(n)
oznacza drugi indeks tego ze zbiorow P
skladgjacych sie zgodnie z (10.a) na I, do
ktorego nalezy x:

(10.C) XT Pn,k(n) .

Niech y, bedzie jednym 2z punktow
brzegowych przedziau Ppkn). (Jesi x jest
punktem brzegowym, to y, jest drugim
brzegiem. Jak wiemy, punkty brzegowe
przedzialow P sa elementami C.) Wiemy, ze
w tg sytuacji odleglosc miedzy X i yn nie
moze byc wieksza niz (1/3)". Ciag y, jest
ciagiem punktéw z C, zbieznym do x. Tak
wiec kazdy element xI C jest granica ciagu
punktow y, nalezacych do C ae roznych od
X. Zbiér C jest wiec zbiorem w sobie gestym,
a bedac jednoczesnie zbiorem domknietym
jest wiec zbiorem doskonalym. cbdo.

Zbiergjac  dowiedzione
mozemy sformulowac

wyzeg  lematy

TWIERDZENIE 10.A

C jest ograniczonym, domknietym i w sobie
gestym (a wiec doskonalym) i brzegowym
podzbiorem przedzialu [0, 1].

DEFINICJA 10.A
Zbior domkniety, ograniczony, brzegowy i
doskonaly nazywany jest zbiorem Cantora.

Tréjkowy zbior Cantora C jest wiec zbiorem
Cantora.

TWIERDZENIE 10.B
C jest zbiorem nieprzeliczalnym mocy
continuum.

Dowad.

Potraktuimy punkty odcinka [0, 1] jako
liczby rzeczywiste. Zastanbwmy sie, jak
wygladaja rozwiniecia tych liczb w systemie
tréjkowym, w ktorym dostepnymi cyframi sa
0,1i2

Niech 0.t;tyt3... bedzie rozwinieciem
tréjkowym liczby x. Wtedy,
(10D) x=4&t3"

gdzie sumowanie przeprowadzone jest po
wszystkich cyfrach rozwiniecia

Czy kazda liczba posiada jedno rozwiniecie?
Niekoniecznie. Jedli na przyklad, liczba x
posiada rozwiniecie, w ktorym wszystkie
kolgine cyfry powyzeg cyfry t, (*0) sa
zerami, to liczbe te mozemy tez zapisac jako:

(10E) O.titots.tna (t-1)22222...

Na przyklad, x=0.1000... moznatez zapisac
jako 0.022222...

Spéjrzmy na kolgine kroki konstrukcji
Catora z punktu widzenia zapisu
liczbowego.

Usuniecie z odcinka [0, 1] jego srodkowej
(jedngj  trzecig)) czesci oznacza, iz
usunelismy  wszystkie liczby, ktorych
pierwsza cyfra rozwiniecia trojkowego jest
jedynka. Usuwany przedzia jest otwarty, co
oznacza, ze liczba x=0.1000... stanowiaca
jego brzeg nie powinna zostac usunieta.
Istotnie mozna tego uniknac, bowiem jak to
wspomnielismy wyzg, liczbe te mozna tez
zapisac jako 0,0222..a wiec mimo zakazu
uzycia 1 jako pierwszg cyfry rozwiecia
pozostaje onaw zhiorze I.

Pierwszy krok geometryczng konstrukcji
zbioru Cantora mozna wiec zinterpretowac
jako ,zakaz uzycia 1 jako pierwsze cyfry
rozwiniecia tr6jkowego”.

Podobnie, drugi krok  geometryczneg
konstrukcji Cantora mozemy zinterpretowac
jako ,zakaz uzycia 1 jako drugig cyfry
rozwiniecia tr6jkowego.”

W granicy dochodzimy do ,zakazu uzycia 1
na jakimkolwiek migjscu rozwiniecia
tréjkowego”.

Tak wiec, zbiér Cantora okazuje sie byc
»Zbiorem wszystkich liczb z odcinka [0, 1],

ktére daja sie zapisac w rozwinieciu
trojkowym bez uzycia 1.”

Zauwazmy, ze wykluczenie cyfry 1 z zapisu
liczbowego usuwa tez wszelkie

dwuznacznosci rozwiniec. Kazda liczba ze
zbioru Cantora ma jedno i tylko jedno
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rozwiniecie tréjkowe - i nie ma w nim ani
jedngj 1-ki.

Przedzialy P wchodzace w sklad zbioréw |
beda mialy teraz nastepujacy opis:

1;=P11 E P,

P11=[0,000....., 0.0222..],
P12=[0.2000..., 0.222.....]

1,=Py1 E P E P E Py,

P21=[0,000....... , 0.00222..],
P2=[0.02000..., 0.0222....]
P23=[0,2000....., 0.20222.],
P24=[0.22000..., 0.222......]

Niech titotz...t, bedzie dowolnym,

skonczonym ciagiem cyfr Oi 2.

Czy 0. t3 tot3 ...ty jest liczba nalezaca do C?
Tak. Jest to liczba reprezentujaca punkt
bedacy punktem brzegowym ktéregos ze
zbiorow P wystepujacych na kolgnych
etapach konstrukcji zbioru C. (Wszystkie
punkty brzegowe pozostajaw C!)

Niech titots... th... bedzie nieskonczonym,
ale periodyczym ciagiem cyfr Qi 2.

Czy 0. t1to t3 ... th... jest liczba nalezaca do
C?

Tak. | jest to rowniez liczba reprezentujaca
ktorys z punktéw brzegowych.

Niech t1 tots ... th... bedzie nieskonczonym i
nieperiodyczym ciagiem cyfr Oi 2.

Czy 0. t1to t3 ... th... jest liczba nalezaca do
C?

Tak. Ale liczba ta nie reprezentuje zadnego z
punktéw brzegowych.

Punktow  zbioru Cantora, ktore sa
reprezentowane przez  nieskonczone i
nieperiodyczne rozwiniecia trojkowe jest
najwiecej. (To dzieki nim, zbidr Cantora jest
zbiorem nieprzeliczalnym.)

Podsumujmy.

Kazdy punkt ze zbioru Cantora jest
reprezentowany przez jedno i tylko jedno
rozwiniecie trojkowe, w ktorym na zadnym
migjscu nie pojawiasie 1.

| odwrotnie.

Kazdemu, skonczonemu lub nie ciagowi cyfr
0 i 2 interpretowanemu jako rozwiniecie
tréjkowe liczby odpowiada jeden i tylko
jeden punkt zbioru Cantora.

Jesli w rozwinieciach trojkowych liczb ze
zbioru Cantora zamienimy wszystkie cyfry 2
na 1 i powstale rozwiniecia zinterpretujemy
jako rozwiniecia dwojkowe, to dojdziemy do
odwzorowania zbioru Cantora na caly
odcinek [0, 1]. Zauwazmy, ze przy tq
zamianie pewne pary punktow Zzbioru
Cantora sa odwzorowywane ha ten sam
punkt odcinka [0, 1]. Np. punkty 0.2000... i
0.0222... sa odwzorowywane na punkty
0.1000 i 0.0111..., ale 0.0111...=0.1000...Jak
latwo sprawdzic, parami tymi sa punkty
lezace na brzegach odcinkéw wylaczanych w
procedurze geometrycznej konstrukcji zbiory
Cantora.

Zbior Cantora i odcinek domkniety [0, 1] sa
réwneg mocy - C.

Jedna z bardzigj osobliwych cech tréjkowego
zbioru Cantora jest jego wymiar. Podajmy
definicje jego najprostsze postaci:

DEFINICJA 10.B
Wymiarem pojemnosciowym  zbioru S
zanurzonego w D- wymiarowej przestrzeni
Euklidesowej RP, nazywamy granice:

d= Li®ng[ln N(e)]/[In (1/e)],

gdzie N(e) jest liczba D-wymiarowych
kostek (odpowiednio: odcinkéw, kwadratdw,
szescianow, itd) o dlugosci boku e
potrzebnych do pokrycia zbioru S.

PRZYKLADY.

Zbadamy wymiar pojemnosciowy dwu
prostych podzbioréw plaszczyzny
euklidesowej R.

a. Skonczony izolowanych zhiér punktéw
plaszczyzny S= {P1, Py, ..., Pu}.
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@

Rys. 10-B Zhiér Ssklada sie z pieciu punktow.
Jesli e jest dostatecznie duze, do pokrycia
calego zbioru potrzeba tylko jednego kwadratu
0 boku e Przy zmnigjszajacym sie e liczba
kwadratéw niezbednych do pokrycia Swzrasta,
lecz gdy e jest dostatecznie male, do pokrycia
zbioru S potrzeba zawsze dokladnie pieciu
kwadratow.

Oznaczmy, przez Lmin nagjkrétsza z odleglosci
miedzy punktami ze zbioru S Jedli
e < Lmin/C2, to do pokrycia zbioru S musimy
uzyc N(e) = M kwadratéw o boku e. Liczba
ta pozostge staa przy e® 0. W efekcie
mamy

d= Li®ng[ln N(©e)]/[In (1/e)] =

Li@ng[ln M]/[In (L/e)] = 0.

b. Odcinek [0, 1].

Rys. 10-C Nabardziej efektywne pokrycia
odcinka [0, 1] kwadratami o bokach e= dO2 ,
gdzied=1/n,n=1, 2, 3.

Jak to jasno wynika z rysurku, liczba N(e)
kwadratéw o boku e =d/C2 , gdzie d = 1/n,

potrzebnych do pokrycia calego odcinka
wynos n. Stad:

d= Li®r701[|n N(e)]/[In (1/e)] =
lim[Inn}/{in (n@)] = 1.

c. Kwadrat [0, 1] [0, 1].

Rys. 10-D Najbardziej efektywne pokrycia
kwadratu o boku 1 kwadratmi o bokach 1, 1/2 i
/4.

Rysunek przekonuje, ze liczba N(e)
kwadratbw o boku e , gdzie e=1/n,
potrzebnych do pokrycia calego kwadratu
wynos n’. Stad:

d= lim[InN(e)]/[In (1/e)] =

e®0
; 2 —
.!!@T[Inn /[Inn] =

rl([@ry [2Inn]/[Inn] =2

Otrzymane wyniki pokrywaga sie z tym, co
mowi nam intuicjaz zbior Zzlozony ze
skonczong liczby punktéw, obiektéw o
wymiarze 0, sam jest 0-wymiarowy; wymiar
odcinkawynos 1 zas kwadratu 2.

Spytamy teraz o wymiar zbioru tréjkowego
Cantora C.



P. Pieranski, CHAOS, FRAKTALE, DZIWNE ATRAKTORY, PART10.DOC

Rys. 10-E Nabardziej efektywne pokrycia
trojkowego zbioru Cantora kwadratami o
bokach 1/3'®,n =1, 2, 3.

Zbior ten powstal z odcinka [0, 1], jednak
przy jego pokrywaniu kwadratami mozemy
postepowac oszczednig niz w przypadku
odcinka, bowiem wiemy, ze w zbiorze tym sa
szczeliny, ktérych nie musimy pokrywac.
Wiemy na przyklad, ze w przedzide
otwartym (1/3, 2/3), nie ma zadnych
punktow zbioru C, przedzia ten mozemy
wiec pominac w procedurze pokrywania.
Stargac sie zachowac jak nagwieksza
oszczednosc mozemy wiec uzyc do
pokrywania zbioru C kwadratéw o boku
e = 1/3C2 kladac je tak, jak to pokazalismy
na rysunku: wystarcza 2 kwadraty o tym
rozmiarze  (pokrycie caego odcinka
wymagaloby 3). Jedi bok kwadratow
uzywanych do pokrycia skrécimy do 1/(9C2),
to wystarcza ich 4 (do pokrycia calego
odcinka [0,1] musielibysmy uzyc 9
kwadratéw o tej wielkosci).

W ogodlnosci, jedi bok kwadratéw wynosi
1/(3"Cr), to do pokrycia zbioru Cantora
wystarczy 2" z nich (pokrycie calego odcinka
[0, 1] wymagaloby 3"). Mamy wiec,

d= Ii®n(')1[ln N(e))/[In (1/e)] =
lim[In 2"/[In3"CY] =
lim (nIn2)/(nIn3+In @) =
=In2/In3» 0.63...
Otrzymany wynik jest dosc nieoczekiwany:

wymiar trojkowego zbioru Cantora jest
ulamkowy.
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