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�WICZENIE 2

Modelowanie i identyfikacja procesu cieplnego

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie studentów ze sposobem identy�kacji procesu cieplnego w oparciu

o odpowied¹ czasow¡ obiektu. Wynikiem ¢wiczenia jest utworzenie modelu procesu grzewczego

w formie transmitancji operatorowej. Wykonuj¡c ¢wiczenie, rozpatrywane b¦d¡ takie poj¦cia jak:

pomiar temperatury, ukªad inercyjny I-go rz¦du, odpowied¹ czasowa.

1 Wiadomo±ci teoretyczne

W ukªadzie zamkni¦tym, zmiana energii ukªadu (∆U) jest równa energii, która przepªywa przez
jego granic¦: na sposób ciepªa rozproszonego (QR) i pracy (W). Stwierdzenie to stanowi tre±¢ I
zasady termodynamiki dla ukªadu zamkni¦tego:

∆U = QR +W. (1)

Zmiana energii wewn¦trznej wywoªana ró»nic¡ temperatury nazywana jest ciepªem. Ciepªo pobrane
przez ciaªo o masie m przy wzro±cie temperatury o ∆T wynosi:

∆U = Q = mc∆T, (2)

gdzie c - ciepªo wªa±ciwe to wielko±¢ charakterystyczna dla okre±lonej substancji. Wzrost temper-
atury ∆T de�niowany jest jako ró»nica pomi¦dzy temperatur¡ obiektu, a temperatur¡ otoczenia:

∆T = T − Tot. (3)

Zgodnie z prawem stygni¦cia Newtona 1 ciepªo rozpraszane przez ukªad w czasie jest wprost pro-
porcjonalne do gradientu temperatur na granicy ciaªo - otoczenie:

dQR

dt
= −k∆T, (4)

gdzie k [W/K] oznacza pewien wspóªczynnik proporcjonalno±ci. W przypadku obiektu otoczonego
warstw¡ izolacyjn¡ o grubo±ci h [m] i powierzchni wymiany ciepªa Ppow [m2] wzór (4) przybiera
posta¢:

dQR

dt
= −λPpow∆T

h
. (5)

W powy»szym wzorze λ[W/m·K] jest wspóªczynnikiem przewodno±ci cieplnej izolatora. Ró»niczku-
j¡c po czasie równanie (1) i podstawiaj¡c zale»no±ci (2) i (5), otrzymujemy:

dW

dt
=

mc∆T

dt
+

λPpow∆T

h
. (6)

1Prawo nie obowi¡zuje je»eli przekazywanie energii cieplnej odbywa si¦ przez promieniowanie cieplne, konwekcj¦
lub przewodzeniu towarzyszy zmiana stanu skupienia (np. parowanie)
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Zmiana pracy w czasie de�niuje moc ukªadu.

P =
dW

dt
. (7)

Po przeprowadzeniu transformaty Laplace'a równania 6 otrzymujemy de�nicj¦ mocy:

P = mcs∆T +
λPpow∆T

d
. (8)

Traktuj¡c zmian¦ temperatury∆T jako sygnaª wyj±ciowy, a moc jako sygnaª steruj¡cy oraz wprowadza-
j¡c nowe parametry: τ = dmc

λSp
oraz κ = d

λSp
mo»emy wyrazi¢ transmitancj¦ operatorow¡ procesu

grzania za pomoc¡ wzoru:

G(s) =
∆T (s)

P (s)
=

κ

τs+ 1
, (9)

z którego wida¢, »e τ [s] okre±la staª¡ czasow¡ procesu, natomiast κ[K/W ] wyra»a wzmocnienie
statyczne obiektu.

1.1 Sposoby pomiaru temperatury

Temperatur¦ ukªadu (ciaªa) mo»na mierzy¢ na kilka sposobów, które dziel¡ si¦ na: kontaktowe
(wymagaj¡ce zetkni¦cia sensora z badanym elementem) i bezkontaktowe. Ze wzgl¦du na prostot¦
pomiaru, zdecydowan¡ wi¦kszo±¢ dost¦pnych ukªadów pomiarowych stanowi¡ termometry kontak-
towe.

Spo±ród termometrów kontaktowych wyró»ni¢ mo»na:

� Termometry rezystancyjne, których zasada dziaªania opiera si¦ na sondzie pomiarowej w
postaci termistora. Odpowiedni ukªad elektroniczny mierzy warto±¢ rezystancji sondy i za-
mienia j¡ na u»ytkow¡ warto±¢ temperatury. Popularnym termometrem rezystancyjnym jest
Pt100, który charakteryzuje opór 100Ω dla temperatury 0◦C i prawie liniowa charakterystyka
statyczna.

� Termometry mechaniczne, wykorzystuj¡ce liniow¡ rozszerzalno±¢ ciepln¡ materiaªów. Sen-
sor wykonany z bimetalu (czyli dwóch warstw metali o ró»nych wspóªczynnikach rozszerzal-
no±ci cieplnej) pod wpªywem zwi¦kszonej temperatury ugina si¦ i przemieszcza d¹wigni¦ lub
wskazówk¦ miernika. Do termometrów mechanicznych nale»y tak»e zaliczy¢ te, wykorzys-
tuj¡ce zjawisko rozszerzalno±ci obj¦to±ciowej (np. termometr rt¦ciowy). Termometry me-
chaniczne znalazªy szerokie zastosowanie w popularnych urz¡dzeniach u»ytku codziennego
jak czajnik czy »elazko. Rozszerzaj¡cy si¦ metal wyª¡cza zasilanie, zapobiegaj¡c tym samym
przegrzaniu si¦ urz¡dzenia.

� Termometry dziaªaj¡ce w oparciu o tzw. termopar¦, czyli dwa przewody (termoelektrody)
o ró»nych wspóªczynnikach termoelektrycznych, zespawane lub zlutowane na jednym ko«cu.
Podgrzanie zª¡czonego ko«ca powoduje pojawienie si¦ ró»nicy potencjaªów elektrycznych na
pozostaªych ko«cach elektrod. Specjalny ukªad mierzy warto±¢ napi¦cia mi¦dzy nimi i za-
mienia j¡ na u»ytkow¡ warto±¢ temperatury. Termopary zyskaªy du»¡ popularno±¢ ze wzgl¦du
na prostot¦ budowy oraz du»¡ niezawodno±¢. W zale»no±ci od zakresu mierzonych temperatur
oraz typu wykorzystanych metali dzieli si¦ je na grupy i typy.

Grupa I o zakresie pomiaru od - 200◦C do 1250◦C. Nale»¡ do niej termopary typu J, K, N, E oraz
T.
Grupa II o zakresie pomiaru od 0◦C do 1600◦C. Wykonane z platyny i rodu. Nale»¡ do niej
termopary typu S, R oraz B.
Grupa III o zakresie pomiaru od 0◦C do 2200◦C. Wykonane z wolframu i renu. Nale»¡ do niej
termopary typu C oraz D.
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Czujniki bezkontaktowe wykorzystuj¡ fakt, »e ka»de ciaªo o temperaturze wy»szej od zera
bezwzgl¦dnego (0 K = −273, 15◦C) emituje promieniowanie elektromagnetyczne. Ciaªa ekstremal-
nie zimne emituj¡ promieniowanie z zakresu mikrofal, ciaªa o temperaturze zbli»onej do poko-
jowej emituj¡ fale z zakresu podczerwieni, natomiast ciaªa rozgrzane powy»ej 600◦C emituj¡ fale
widzialne. Przykªadem termometru bezkontaktowego jest pirometr.

2 Stanowisko laboratoryjne

Opis stanowiska

Stanowisko laboratoryjne skªada si¦ z:

� ukªadu grzewczego w postaci »arówki halogenowej z wentylatorem (rys. 1a),

� multimetru cyfrowego Metex M-3860D (rys. 1b),

� zasilacza stabilizowanego DF1731SB5A (rys. 1c),

� komputera stacjonarnego klasy PC z zainstalowanym programemMultimetr oraz ±rodowiskiem
Matlab.

Multimetr mierzy temperatur¦ z zakresu (−40◦C, 1200◦C) za pomoc¡ sondy z termopar¡ typu K.
Program Multimetr komunikuje si¦ z urz¡dzeniem pomiarowym za pomoc¡ standardu RS-232.

(a) ukªad grzewczy (b) multimetr cyfrowy

(c) zasilacz stabilizowany

Monta» stanowiska

Monta» stanowiska nale»y rozpocz¡¢ od wª¡czenia zasilacza i ustawienia odpowiednich napi¦¢:

� 12V dla wentylatora,
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� 0V dla »arówki (W trakcie ¢wiczenia regulowane b¦dzie napi¦cie w przedziale od 0 do 12V.)

Dopiero w nast¦pnym kroku powinno si¦ poª¡czy¢ wtyki wentylatora oraz wtyki »arówki z odpowied-
nimi wyj±ciami zasilacza.

Aby dokona¢ pomiaru temperatury nale»y umiejscowi¢ sond¦ pomiarow¡ w gnie¹dzie multi-
metru (polaryzacja ma znaczenie), przyªo»y¢ ko«cówk¦ sondy do wybranego punktu, przestawi¢
obrotowe pokr¦tªo na pozycj¦ TEMP, a nast¦pnie uruchomi¢ multimetr. Odczytu mo»na dokona¢
bezpo±rednio z wy±wietlacza lub z programu Multimetr.

3 Identy�kacja parametrów obiektu

Zadanie identy�kacji procesu polega na przedstawieniu jego matematycznego modelu i oszacowaniu
wyst¦puj¡cych w nim parametrów. W sekcji 1.1 przedstawiono liniowy model procesu cieplnego,
w którym wyst¦puj¡ nieznane parametry κ oraz τ . Warto±ci tych parametrów mo»na oszacowa¢ w
oparciu o eksperyment.

Warto±¢ wzmocnienia statycznego κ wyznacza si¦ do±wiadczalnie poprzez zbadanie zale»no±ci
temperatury od mocy. Stosunek tych dwóch warto±ci powinien by¢ niezmienny, aby wzór (9) znaj-
dowaª zastosowanie. Analizuj¡c wykres temperatury w funkcji mocy mo»na jednak ªatwo zauwa»y¢,
»e nie jest on liniowy w ka»dym punkcie (wykres 2).

Rys. 2: Wyznaczanie charakterystyki statycznej oraz linii trendu

W takim przypadku warto±¢ parametru κ okre±la si¦ poprzez znalezienie stosunku:

κ =
∆T

∆P
=

T − Toff

P − Poff
= const, (10)

jedynie w zakresie pracy »arówki, w którym zale»no±¢ temperatury od mocy jest staªa. Punkt
(Poff , Toff ) jest punktem pracy charakterystyki statycznej, mo»e on przyjmowa¢ dowoln¡ warto±¢
z zakresu liniowego. Obecno±¢ niedokªadno±ci pomiarowych powoduje, »e do wyznaczania wzmoc-
nienia stosuje si¦ wszystkie zebrane dane (szczegóªowy opis jest zaª¡czony w dodatku) - parametr
κ jest równy wspóªczynnikowi nachylenia prostej, b¦d¡cej lini¡ trendu danych w zakresie pracy
statycznej.

W celu znalezienia staªej czasowej konieczne jest wyznaczenie charakterystyki skokowej obiektu
grzewczego. Przeprowadzenie eksperymentu polega na podª¡czeniu ¹ródªa zasilania i zebraniu po-
miarów temperatury w okresie na tyle dªugim, aby widoczne byªo ustalenie si¦ jej warto±ci na
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staªym poziomie. W momencie rozpocz¦cia wykonywania pomiaru nale»y zapewni¢, »e grzaªka jest
ostudzona do temperatury bliskiej temperaturze otoczenia. W celu do±wiadczalnego wyznaczenia
staªej czasowej τ mo»na posªu»y¢ si¦ jednym z nast¦puj¡cych sposobów:

� Staª¡ czasow¡ mo»na oszacowa¢ jako czas, po którym mierzona warto±¢ osi¡ga 63,2% warto±ci
ustalonej:

T (τ) = 0, 632∆Tust, (11)

gdzie Tust [K] oznacza warto±¢ temperatury w stanie ustalonym.

� Korzystaj¡c z zale»no±ci
∆T = ∆Tust(1− e−t/τ ) (12)

mo»na obliczy¢, »e odpowied¹ skokowa osi¡gnie warto±¢ ∆T = 0.5Tust w czasie t = 0.69τ .

� Wykorzystuj¡c optymalizacj¦ numeryczn¡ - przy zastosowaniu dopasowania krzywej - na
przykªad funkcji cftool z pakietu Matlab.

Ostatecznie schemat procesu grzewczego ilustruje rysunek 3.

Rys. 3: Schemat procesu grzewczego

4 Zadania

4.1 Uruchomi¢ komputer, sprawdzi¢ poª¡czenie multimetru z komputerem i dokona¢ pomiaru
temperatury otoczenia grzaªki. Zarejestrowa¢ uzyskan¡ warto±¢.

4.2 Na ostudzonej grzaªce zamontowa¢ sond¦ pomiarow¡ i uruchomi¢ multimetr.

4.3 Rozpocz¡¢ rejestracj¦ pomiaru w programie Multimetr i podª¡czy¢ zasilanie »arówki (12 V).
W trakcie wykonywania pomiaru nie nale»y porusza¢ obiektem. Zaobserwowa¢ na wy±wi-
etlaczu zasilacza warto±¢ pªyn¡cego pr¡du i wyznaczy¢ moc elektryczn¡ grzaªki. Zako«czy¢
rejestracj¦ pomiaru po ustaleniu si¦ warto±ci temperatury (okoªo 8 minut).

4.4 Zebra¢ szereg pomiarów temperatury i mocy grzaªki w stanie ustalonym obni»aj¡c krokowo
napi¦cie zasilania do warto±ci: {11, 1; 10, 3; 9, 4; 8, 5; 7, 6; 6, 7; 5, 6; 4, 4; 2, 8}V (po ka»dora-
zowym obni»eniu napi¦cia odczeka¢ 2-3 minuty).

4.5 Na podstawie zebranych danych wykre±li¢ charakterystyk¦ statyczn¡ obiektu w programie
Matlab oraz znale¹¢ warto±¢ wspóªczynnika κ.

� Czy warto±¢ znalezionego wspóªczynnika jest staªa w caªym zakresie pracy?

� Jakie mog¡ by¢ przyczyny tego zjawiska?

Uwaga! Do wykre±lenia wykresu punktów w matlabie mo»na u»y¢ komendy plot(x,y,'.').
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4.6 Ostudzi¢ grzaªk¦ i wykona¢ ponowny pomiar przebiegu temperatury dla napi¦cia 8 V. Po-
miary zapisa¢ do pó¹niejszej analizy.

4.7 Wprowadzi¢ uzyskane wyniki do Matlaba. Wy±wietli¢ charakterystyk¦ czasow¡ »arówki dla
napi¦cia 8 V oraz osobno dla napi¦cia 12 V.

4.8 Wyznaczy¢ staª¡ czasow¡ przy wykorzystaniu jednego ze sposobów opisanych w sekcji 3.

4.9 Dokona¢ aproksymacji charakterystyki czasowej procesu grzewczego korzystaj¡c ze wzoru:

∆T = (P − Poff ) ∗ κ(1− e−t/τ ).

4.10 Wykre±li¢ na jedynym wykresie dane zebrane podczas pomiarów oraz aproksymowany
wykres.

� Czy wykresy pokrywaja sie?

� Czy jest mozliwe dobranie odpowiedniej staªej czasowej?

� Czy wyznaczony model jest prawidªowy?
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DODATEK A: Rejestracja danych

Aby zarejestrowa¢ szereg pomiarów nale»y skorzysta¢ z programu Multimetr. W tym celu powinno
si¦:

� ustawi¢ odpowiedni czas pobierania danych (Setup/co ile pomiar/),

� wybra¢ odpowiedni format wy±wietlania czasu (Setup/Display/[min]+[mSec]),

� uruchomi¢ rejestracj¦ danych, wybieraj¡c z paska gªownego przycisk Run (analogicznie naci±ni¦-
cie przysku Stop zatrzyma pobieranie danych).

� Zapisywanie danych do pliku *.txt odbywa si¦ poprzez wybranie File/Save to File.

Aby wprowadzi¢ zebrane pomiary jako szereg liczb do ±rodowiska Matlab, nale»y posªu»y¢ si¦
funkcj¡ file2temp(fileName). Funkcja przyjmuje nazw¦ pliku jako argument i zwraca w wyniku
wektor o dªugo±ci równej liczbie zebranych próbek. Plik z pomiarami musi znajdowa¢ si¦ w

tym samym katalogu co plik file2temp.m. Przykªadowe wykorzystanie funkcji:

tempC = file2temp('pomiar1.txt').

Rys. 4: Wybrane okna programu Multimetr
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DODATEK B: Wykre±lanie linii trendu

W pierwszej kolejno±ci konieczne jest wyznaczenie zakresu pracy liniowej. W tym celu warto przed-
stawi¢ zebrane dane na wykresie temperatury od mocy. Nast¦pnie korzystaj¡c z ikony data cursor

wyznaczy¢ graniczne punkty tego» zakresu. Po okre±leniu, które elementy wektorów mocy oraz tem-
peratury wchodz¡ do zakresu liniowego, w celu znalezienia równania linii trendu mo»na skorzysta¢
z funkcji polyfit przyjmuj¡c jako '1' jako stopie« wielomianu. Przykªadowe zastosowanie funkcji
polyfit:

a=polyfit(P(2:end), T(2:end),1),

Zmienna wyj±ciowa a jest wektorem, którego pierwszy element odpowiada wspóªczynnikowi nachyle-
nia prostej, a drugi wyrazowi wolnemu funkcji liniowej.


