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Streszczenie. Artykut przedstawia koncepcje projektowania sterowania meto-
da VFO dedykowang oryginalnie dla podklasy systeméw nieholonomicznych.
Przedstawiono opis poszczegdlnych etapéw projektowych metody dla uktadéw z
tréjwymiarowym wektorem stanu oraz sposéb i skutki zastosowania nowej kon-
cepcji do modelu potréjnego integratora jako przyktadu systemu spoza orygi-
nalnej podklasy. Tre$¢ artykulu ma stanowié prébe czesciowej odpowiedzi na
pytanie o zakres stosowalnosci metody VFO.

1 Wprowadzenie

Koncepcja sterowania zwana metodq orientowania pol wektorowych (w skrécie: VFO
od stéw angielskich Vector Field Orientation) zostala wprowadzona i jest rozwijana
przez autorow od roku 2004 ([6]). Oryginalnie koncepcja ta powstala z przeznacze-
niem do realizacji zadan sterowania dla podklasy bezdryfowych systeméw nieholono-
micznych o dwdch sterowaniach i z wyrdéznionym jednym podstawowym polem wek-
torowym (generatorem). Metoda orientowania pdl wektorowych wynika z prostej i in-
tuicyjnej interpretacji geometrycznej zwiazanej z postaciag p6l wektorowych modelu
rozwazanego systemu oraz z potencjalng ewolucja tego systemu w odpowiedzi na spe-
cyficznie zaprojektowane sygnaty wejsciowe. Do dnia dzisiejszego pozytywne wyniki
teoretyczne zwiazane z realizacja zadan §ledzenia i stabilizacji metoda VFO oraz po-
twierdzenie symulacyjne tych wynikéw uzyskano dla kilku systeméw o tréjwymiaro-
wym wektorze stanu takich, jak: wézek jednokotowy (przedstawiono réwniez wyniki
eksperymentalne), manipulator planarny z przektadniami niecholonomicznymi oraz sys-
tem laficuchowy [5]. We wszystkich przypadkach uzyskano asymptotyczng zbiezno§¢
btedéw sterowania oraz dobra dynamiczna jako$¢ w stanach przejSciowych (szybkie
i nieoscylacyjne zanikanie stanéw przejsciowych niezaleznie od warunkéw poczatko-
wych i rodzaju sygnaléw referencyjnych). Szczegélng wlasnoscia zaproponowanych
praw sterowania jest prostota ich parametrycznej syntezy, co ma duze znaczenie prak-
tyczne. Prébujac zaklasyfikowaé metode VFO w §wietle juz istniejacych rozwigzan,
nalezy zaliczy¢ ja do grupy metod nieciagtych (odcinkami ciagtych) o charakterze geo-
metrycznym (przyktady innych metod z tej grupy mozna znalezé w [2], [4], [1]) w
odréznieniu od metod ciaglych, ktérych przeglad dla uktadéw nieholonomicznych za-
wiera migdzy innymi praca [7].
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W perspektywie dotychczasowych wynikéw pojawia si¢ naturalne pytanie o za-
kres stosowalno$ci metodyki VFO. W szczeg6lnosci interesujace wydaje si¢ rozwaze-
nie mozliwosSci wykorzystania koncepcji VFO do systeméw o odmiennych wtasciwo-
Sciach dynamicznych w poréwnaniu z pierwotng grupa bezdryfowych uktadéw nieho-
lonomicznych. Préba czgsciowej odpowiedzi na pytanie o zakres stosowalnosci propo-
nowanej koncepcji jest niniejszy artykut, w ktérym metoda VFO bedzie wykorzystana
do wyprowadzenia sterownika VFO dla modelu potréjnego integratora. Z tego wzgle-
du, iz potrdjny integrator mozna zaliczy¢ do grupy klasycznych obiektéw liniowych, dla
ktérego istnieja klasyczne prawa sterowania, celem niniejszej pracy jest przede wszyst-
kim ukazanie mozliwosci i sposobu wykorzystania metody VFO w tym przypadku.
Zaskakujacy wydaje si¢ fakt, iz uzyskane prawo sterowania VFO dla modelu potréj-
nego integratora odpowiada znanemu z literatury sterownikowi liniowemu, przy czym
analiza geometryczna przeprowadzona w oparciu o koncepcje VFO pozwala ukazaé
ten znany wynik w nowym geometrycznym $wietle. Autorzy wierza, iz zastosowanie
wsp6lnej koncepcji projektowej VFO dla tak réznych jakosciowo systeméw jak bez-
dryfowe uktady nieholonomiczne i dryfowe systemy holonomiczne (jakim jest potréjny
integrator) moze stanowi¢ prébe unifikacji podejscia do problemu projektowania stero-
wania dla tych systeméw, a takze prébe znalezienia cech wspélnych wspomnianych
dynamik — cech kluczowych dla realizacji podstawowych zadan sterowania.

2 Metoda VFO

Istotg metody VFO przedstawimy na przyktadzie modeli bezdryfowych systeméw nie-
holonomicznych o tr§jwymiarowym wektorze stanu, gdyz geneza koncepcji sterowa-
nia z orientowaniem pdl wektorowych wywodzi si¢ z analizy wiasnosci tych systemow.
Rozwazmy zatem rodzing systemoéw

1 0
i g(r) 2 grun (1) +ga(a(m))us(r), g1 2 |0], gala(r) 2 |g2(a(r))| (D)
0 g3(q(T))

gdzie q(7) = [q1(7) q2(7) q3(7)]T € R3 jest wektorem stanu, a u(7),u2(7) € R
sa sterujacymi sygnatami wejéciowymi. Wprowadzmy podprzestrzei stanu @ C R?
(definicja zbioru Q zalezy od rozwazanego systemu), w ktdérej zatozymy spetnienie
nastgpujacych postulatow:

T

P1. system (1) jest sterowalny (spetnia warunek LARC')

P2. pole g2(q) jest regularne: Vye o lg2(g)]] #0
P3. pole g2 (q) jest ograniczone: V¢ o. Il all<oo Il g2(a)]l (<)oo
9g2(q

P4. pole g2(q) jest funkcja pierwszej zmiennej stanu: “oq # 01w konsekwencji jest

orientowalne w R3.

WprowadZmy takze pojecie pola wektorowego zbieznosci? h € R3, ktére okreslone w
kazdym punkcie g jako wektor h(g, -) definiuje chwilowy kierunek zbieznosci do tra-
jektorii badZ punktu referencyjnego q; = [q1¢ qar q3¢]7 € R3 (w zaleznosci od definicji

! Lie Algebra Rank Condition
2 W trakcie rozwazaii ogélnych nie podajemy jawnej definicji pola h.
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zadania sterowania). Pojecie kierunek zbieznosci nalezy rozumie¢ jako pozadany kieru-
nek ewolucji systemu (1) w przestrzeni Q prowadzacy do realizacji zadania sterowania
(czyli do zbieznosci g — q;).

Rozwazmy charakterystyczne cechy geometryczne oraz potencjalna ewolucje sys-
temu (1) w podprzestrzeni Q. Zwréémy najpierw uwage, iz pole gy w modelu (1) jest
state (jest to pole wyrdznione), co implikuje liniowa zalezno$¢ pochodnej pierwszej
zmiennej stanu od sterowania: ¢; = u;. Co wigcej, ewolucja tej zmiennej jest odsprze-
gnigta od ewolucji pozostatych zmiennych stanu. Z drugiej strony natomiast zmienne q»
i g3 zaleza w sposéb liniowy od sterowania us, a ich ewolucja przebiega zawsze wzdtuz
chwilowego kierunku wektora g3 (q) = [92(q) g3(q)]T € R2, co wynika z oczywiste]
zalezno$ci geometryczne;j:

Dir@’) = Dirtgi(a). wrie a2 || g0 2 |[20] o
ds 93(q)

a Dir(b) oznacza kierunek wektora® b w R2. Skoro pole g2(q) jest funkcja zmiennej
q1 (zgodnie z postulatem P4), to chwilowa warto$¢ ¢; determinuje chwilowy kierunek
(i chwilowa orientacjg) wektora g2(q) w R2. Tym samym mozna nazwaé ja zmien-
nq orientujqcq. Ze wzgledu na postaé pierwszego rownania w (1), sterowanie u; be-
dzie nosi¢ nazwe sterowania orientujgcego. Skoro ewolucja zmiennych g2, g3 przebie-
ga wzdluz pola g5 i proporcjonalnie do us, to w interpretacji geometrycznej mozna
powiedzieé, ze sterowanie uy popycha stan q* = [go q3]7 wzdtuz pola g. Sterowanie
to zatem nazywane jest sterowaniem popychajqcym. Zgodnie z powyzszg interpretacja
system (1) mozemy zdekomponowa¢ na dwa podsystemy dynamiczne:

21 qr =, X3 q" = g3 (q)ue. 3)
Jesli teraz na podobnej zasadzie przeprowadzimy dekompozycje pola zbieznosci:
h 2 [T, gdde B2 [hyhs]" €R?, )

to strategi¢ sterowania VFO mozna przedstawi¢ nastgpujaco. Skoro h* definiuje kieru-
nek zbieznosci dla podwektora stanu g* w R2, a jednoczesnie zmienna q; determinu-
je chwilowa orientacj¢ (kierunek) pola g5, to wystarczy tak oddziatywa¢ na zmienna
orientujaca (za pomoca sterowania wu1), aby naktada¢ chwilowy kierunek (orientacjg)
wektora g5 (q) na kierunek (orientacje¢) wektora zbieznosci h*(q) i jednoczesnie za po-
mocg sterowania us popychac stan g*, aby zapewni¢ zbiezno$¢ zmiennych ¢o oraz gs
do ich wartosci referencyjnych. Uzasadnionym wydaje si¢ tzw. popychanie ostrozne, co
oznacza, iz predkos$¢ ewolucji zmiennych g, g3 winna by¢ proporcjonalna do ortogo-
nalnego rzutu chwilowego wektora zbieznos$ci h*(qg) na biezacy kierunek g3 (q) i moze
by¢ maksymalna tylko przy petnej zgodnosci kierunkéw obu wektoréw. Matematycznie
powyzsza strategie mozemy zapisaé za pomoca nastgpujacych relacji:

ui(r) = gs(q(r)k(r) "= h*(q(r),) )
ug(r) = [[g" (7]l o< | h*(gq(T), )| cos a(T),

3 Kierunek pola b w danym punkcie q jest reprezentowany za pomoca nieskierowanego kata
B € [—7/2, 7 /2] okreSlonego pomigdzy wektorem b(g) a wybranym wektorem odniesienia.
Natomiast orientacj¢ pola b w danym punkcie g nalezy utozsamia¢ z katem skierowanym
a € (—m, 7] wystepujacym pomiedzy wektorem b(q) a wybranym wektorem odniesienia.
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gdzie k() jest pewna niezerowg funkcja skalarng pozwalajaca na ksztattowanie stra-
tegii procesu popychania (przodem/tytem), < jest operatorem proporcjonalnosci, na-
tomiast a(7) = Z(g5(q(7)),h*(q(7),-)) € (—m, 7|, a T jest zmienna czasu. Przed-
stawiona wyzej koncepcja sterowania nie zapewnia w ogdlnosci zbieznosci zmiennej
orientujacej g; do jej wartosci referencyjnej qq;. Zbieznos¢ dla zmiennej orientujacej
q1 mozna zapewnié poprzez odpowiednig konstrukcje pola h. Uwzgledniajac pomoc-
nicza funkcje, ktéra odgrywa zmienna g; w procesie orientowania pola gs, postaé pola
zbieznoS$ci winna gwarantowaé spetnienie nastgpujacej relacji:

ho q(r) "= qu(n), gdzie q; = [qor g3¢)" € R2. (6)
Powyzsza zalezno$¢ nalezy rozumiec jako postulat ptynnego przechodzenia od procesu
orientowania do procesu §ledzenia dla zmiennej q;, gdy stan g* zbiega w okolicg tra-
jektorii gf . Zauwazmy, ze powyzszy postulat dopuszcza chwilowe powigkszanie bledu
e1 = q1t — g1 W przypadku gdy stan g* znajduje si¢ daleko od trajektorii g}, co stanowi
jedna z kluczowych cech strategii VFO. Konkretna posta¢ pola h spetniajaca postulat
(6) zalezy od modelu sterowanego systemu.

Zgodnie z rozwazaniami zawartymi w [5] proces projektowania sterownika VFO
mozna podzieli¢ na pig¢ podstawowych etapow:

El. okreslenie podprzestrzeni Q C R? w ktérej spetnione sa postulaty P1-P4,

E2. wyprowadzenie na podstawie pierwszej relacji z (5) tzw. warunkéw orientowa-
nia gwarantujacych naktadanie kierunku g5 na kierunek definiowany polem h* =
[ha hs]T,

E3. wprowadzenie sygnaléw pomocniczych dla kazdego z wyprowadzonych warun-
kéw orientowania z etapu E2: g;,(h*) oraz e;,(7) = ¢io(h*) — ¢;(7) pozwalaja-
cych na spetnienie warunkow orientowania poprzez sprowadzenie pomocniczych
bled6w e;,(7) do zera,

E4. konstrukcja pola zbieznosci

h 2 [ hi(qia; )

= taka, ze: o) — gy dla q* — qf, 7
laa) dol) = d a0

ES. zdefiniowanie sterowania orientujacego u; i sterowania popychajacego us:

A
myn ®)
Uvyro A « « A
° us = ka(q) g3"h*,  ka(q) = m
zapewniajacych:
lim e;q(7) =0 oraz lim [g; (1) — q*(7)] = 0. )

Przyktadami systeméw bezdryfowych, do ktérych moze zostaé zastosowana opi-
sana wyzej strategia sterowania sa migdzy innymi: wozek jednokolowy (Xuymr) oraz
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system tafcuchowy (Xnmcs), ktérych modele przedstawiaja ponizsze réwnania®*:

41 5 1 0 q1 5 1 0
G2 R0 U1 + |cosqr | uog, g2 =10 up+ | 1] u2. (10)
qs 0 sin q; qs 0 @

PrzesledZmy krétko poszczegdlne etapy projektowe metody VFO. Latwo zauwazy¢, ze
oba systemy spetniaja postulaty P1-P4 dla Q = R3. W obu modelach mozna wyréz-
ni¢ tylko jedna zmienng orientujaca q;, ktérej warto$¢ determinuje kierunek wektora
g2(q) = g2(q1). Skorzystanie z pierwszej relacji w (5) w przypadku obu powyzszych
modeli prowadzi do uzyskania tzw. warunkow orientowania dla poszczegdlnych syste-
méw wiazacych zmienne orientujace z polem zbieznosci h* w nastgpujacy sposob:

Yumr ¢ lim [q1(7) — Atan2c (sgn(k)hs, sgn(k)ha)] =0 (11)
. h

ENHCS . hm |:ql(7') — h—3:| = 0 (]2)
T—00 2

gdzie Atan2c (-, -) € R jest uciaglona wersja cztero¢wiartkowej funkcji Atan2 (-, -) oraz

A . . . . . hy
sgn(k) = +1 (szczegbtowe wyprowadzenie powyzszych warunkéw mozna znalezé w
[5]). Aby spetni¢ warunki orientowania (11,12) wprowadza si¢ zmienne pomocnicze

YUMR : q1a(RY) 2 Atan2c (sgn(k)hs,sgn(k)hey) dla h™ #0 (13)
Snwcs © qia(h*) £ hy/hy dla hy #0 (14)

oraz btgdy pomocnicze e1,(7) = q14(h*) — g1 (7). Od tej pory realizacja procesu orien-
towania polega na sprowadzaniu pomocniczych btedéw e1,(7) do zera za pomoca ste-
rowania orientujacego u;. Teoretycznie istnieje wiele mozliwosci zdefiniowania pola
zbieznosci h. Nasza propozycja definicji dla zadania Sledzenia trajektorii w przypadku
obu systemdéw wynika z wazonej kombinacji liniowej odpowiednich btedéw i sygnatéw
predkosciowych (traktowanych jako sprze¢zenie wyprzedzajace):

k1| A |kie1q + Gia

gdzie 1o = dqra/dT, €* = qf — q*, ¢F = |42t d3t)7, a k1, kp > 0 sa parametrami
projektowymi sterownika. Nalezy zauwazy¢, ze definicje (13,14) wraz z (15) spetniaja
warunek zbieznosci postulowany w (7). Ostatni etap projektowy wymaga podstawie-
nia odpowiednich wyrazen zdefiniowanych dla poszczegdlnych systemow Yyymr oraz
2Nmcs do ogdlnego wzoru (8). W wyniku otrzymujemy nastepujace sterowanie VFO:

U1 = ki1€14 + q1a (16)
. h,2 COS g1 + h,g sin q1 dla EUMR 17
vz = ﬁ(}w + haq1) dla XYncs, a7

* W réwnaniu systemu faficuchowego dokonano zamiany kolejnogci zmiennych stanu w stosun-
ku do modelu oryginalnego (por. [3]), aby uzyska¢ posta¢ zgodna z (1).
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ktére gwarantuja zbiezno$¢ (9) oraz wobec (7) takze zbiezno$¢ dla zmiennej orientuja-
cej: q1(7) — que(7).

Charakterystycznymi cechami ukladéw sterowania VFO sa: gwarancja dobrej jako-
Sci sterowania w stanach przej$ciowych reprezentowana szybka i nieoscylacyjna zbiez-
no$cia uchybow oraz naturalnym zachowaniem sig¢ sterowanego systemu w przestrzeni
konfiguracyjnej, intuicyjna (geometryczna) interpretacja sktadnikéw sterowania oraz
wyjatkowa prostota parametrycznej syntezy sterownikéw VFO (mata wrazliwo$¢ ja-
kos$ci sterowania na wartosci parametréw projektowych oraz na warunki poczatkowe
systemu i rodzaj sygnaléw referencyjnych). Dalsze szczegdty dotyczace uzyskanych
wynikéw zbieznosci, a takze postaci sterownikéw VFO dla zadania stabilizacji mozna
znalezZ¢ migdzy innymi w pracy [5].

Powyzsze rozwazania miaty na celu zarysowanie metody VFO oraz przedstawie-
nie sposobu projektowania praw sterowania VFO w oparciu o dwa wybrane przyktady
systeméw z rodziny Y. W nastgpnym rozdziale rozwazony zostanie problem zastoso-
wania przedstawionej powyzej metodyki VFO do wyprowadzenia prawa sterowania dla
systemu spoza oryginalnej rodziny X', mianowicie dla uktadu potrdjnego integratora.

3 Metoda VFO dla potréjnego integratora

Wprowadzenie nowej metody sterowania jest zwigzane z naturalnym pytaniem o zakres
stosowalno$ci proponowanej koncepcji. Jak dotad nie udato si¢ okresli¢ warunkéw do-
statecznych stosowalnosci metody VFO. Oryginalnie, metoda zostata wprowadzona dla
systeméw z podklasy X, jednak okazuje sig¢, ze jej stosowalnos¢ nie jest ograniczona
do wspomnianego zbioru systeméw. Ponizsze rozwazania maja na celu zastosowanie
metody projektowej VFO do wyprowadzenia sterowania dla liniowego systemu z dry-
fem w postaci potrdjnego integratora. Procedura wykorzystania koncepcji VFO zosta-
nie przeprowadzona poprzez analogi¢ do systeméw bezdryfowych.

Rozwazmy model potréjnego integratora: T = u, gdzie z, u € R. Wprowadzajac
zmienne stanu fazowe: 1 := x, x9 = &, 3 := &, i dokonujac zamiany kolejnosci
zmiennych q; := T3, g2 := X2, g3 := x1 model systemu przyjmuje postac:

g1 1 0
Yrn: g=giu1+g20q9)-1 = Go| = |0 ur+ |q1| -1, (18)
qs 0 q2

w ktérym (w odniesieniu do podklasy systeméw X z (1)), przyjeto interpretacje dry-
fu jako iloczynu pola-generatora go(q) i wirtualnego sterowania us = 1. W takiej
interpretacji mozemy stwierdzi¢, ze struktura modelu systemu X'ty moze zostaé po-
traktowana jako szczegdlny przypadek modeli systemow podklasy X' ze statym drugim
sygnatem sterujacym. Strategia VFO moze zatem w tym przypadku zostaé zastosowana
prawie analogicznie, jak dla systeméw X z ta r6znica, Ze proces popychania bgdzie tu-
taj zachodzi¢ ze stala intensywnoscig oraz jedynie w strategii do przodu® (brak wptywu
na warto$¢ i1 znak wirtualnego sterowania ue = +1).

5 Zaznaczmy, ze system (18) nalezy do klasy uktadéw holonomicznych.
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3.1 Zadanie sterowania

Zdefiniujmy zadanie sterowania, ktére chcemy rozwiaza¢ metoda VFO dla systemu
(18). Niech dana bedzie trajektoria referencyjnastanu q; (1) = [q1¢(7) q2¢(7) g3:(7)]T €
R3 bedaca rozwiazaniem réwnania (18) dla pewnego u1;(7) € Loo. Gdy uy; = 0
oraz q1:(0), g2:(0) = 0 trajektoria g;(7) przyjmuje postaé statego punktu referencyj-
nego q; = [0 0 g3;]7. Zadaniem sterowania bedzie stabilizacja w zerze bledu e =
[e1 ez 3]’ = q;(7) — q(7) dla ograniczonych sygnatéw referencyjnych g (7).

3.2 Prawo sterowania VFO dla systemu X,

Z postaci modelu (18) wynika, ze wystepuja tutaj dwie zmienne orientujace: q; oraz gs.
Zmienna q; jest bezpoSrednio sterowana poprzez sygnat v, a druga zmienna orientuja-
ca pozostaje w catkowej relacji ze zmienna sterowana bezposrednio: g2 (7) = ¢2(0) +
fOT ¢1(£)d¢ i tym samym réwniez podlega sterowaniu jednak w sposéb posredni. Fa-
two sprawdzic, iz system (18) spelnia postulaty P1, P3, P4. Spetnienie postulatu P2 nie
jest konieczne w przypadku systemu X1, poniewaz wirtualne sterowanie popychajace
uz = 1 nie wymaga dobrego okreslenia funkcji k2(q) wystgpujacej w definicji (8).
Przywotanie ogdlnych relacji (5) pozwala na realizacje etapu projektowego E2 i daje
dla systemu (18) (przy zatozeniu k(7) := +1) nastepujace warunki orientowania:

. ql(T)_hQ(q(T)a') _ . QI(T) A«
A o(r) — halg(r), ) =0 edAe bwﬂ‘%@’ (19

Zgodnie z etapem E3 metodyki VFO definiujemy zmienne pomocnicze g;, oraz bledy
pomocnicze €;4:

q1a (7—)

(@), ) e1l) 2 i) — ar(0), 20)
24 (7) )"

q
(@), ), e2a(7) Z q2alr) — g2(7).

Sprowadzanie powyzszych btedéw do zera implikuje naktadanie kierunku pola g3(q)
na kierunek pola zbieznosci h* = [hy h3]T, co w polaczeniu z ustawicznym popycha-
niem® gwarantuje zbiezno$¢ zmiennych ¢s i g3. Scisle rzecz biorac zbieznos¢ zmien-
nych g3, g2 a takze zbieznos$¢ zmiennej g; do ich wartosci referencyjnych gs¢, go; 1 g1t
zalezy bezposrednio od postaci pola zbieznosci h, ktére determinuje ewolucje calego
systemu w stanach przejSciowych. Skupmy zatem uwage na konstrukcji pola h. Sko-
ro zmienna g3 nie bierze udziatu w procesie orientowania pola g3(q), to wspétrzgdna
hs pola zbieznosci winna wskazywac kierunek zbieznosci do sygnatu referencyjnego
qst(T). Zaproponujmy nastgpujacy wybdr:

T
T

ha
h3

> i

hs(es, qat) 2 kses(T) + gse(7), 21

gdzie k3 > 0 jest wspélczynnikiem projektowym, a sygnal wyprzedzajacy ¢s:(7) =
qo2t(7) zgodnie z modelem (18). Pozostale zmienne ¢ i ¢; s odpowiedzialne za orien-
towanie pola g3(q), zatem w stanach przejSciowych winny zmierzaé¢ do wartosci po-
mocniczych (20). Proponujemy wybdr nastgpujacych definicji wspotrzednych ho i by

8 W tym przypadku termin popychanie nalezy rozumie¢ jako dryfowanie.



8 Maciej Michatek i Krzysztof Koztowski

wektora zbieznoSci:

. . . . 20) .

ha(€e2a, ¢2a) = kaeoq(T) 4 Goa(7), gdzie Goq(T) Y hs(es, dst), 22)
. . . . 20) ; .

hy(e1a, dia) 2 krera(r) + qua(r),  gdzie  Gra(r) = ha(eza, Goa)

a ko, k1 > 0 sg parametrami projektowymi. W tym momencie mozemy zapropono-
wac postaé sterowania orientujgcego u1, ktére zapewni zbiezno$¢ btedow (20) do ze-
ra. Przywotujac ogdlng definicje sterowania orientujacego z etapu ES metodyki VFO
otrzymujemy:

ur 2 by @ kiera(r) + dra(r). (23)

SprawdZmy jakoS¢ sterowania w uktadzie zamknigtym z systemem (18) i sterownikiem
(23).

Podstawiajac (23) do (18) tatwo sprawdzié, ze btad e1,(7) bedzie zmierzat wyktad-
niczo do zera dla 7 — o0o. Zbiezno$¢ blgdu ea,(7) wynika z faktu, iz o = ¢1 = ug
(por. (18)) i z nastgpujacej analizy:

. (23 . 20 . . 22 . . ..
q2 ) ki1(qia — q1) + Gia 20 ki(ha — g2) + heo ) ki(koeoq + é2q) + k2éaq + o,

co po uporzadkowaniu daje nastgpujace réwnanie rézniczkowe:

éga + (]{31 + kg)éga + klkgega =0 = lim €2a(7—) =0.

T—00

Warto zauwazy¢, ze przebieg ea, (7) ma charakter nieoscylacyjny V k1 2 > 0. Ze zbiez-
nosci btgdéw ey, oraz ey, wnioskujemy, ze sterowanie (23) gwarantuje natozenie kie-
runku pola g5 na kierunek pola zbieznosci h*.

Rozwazmy teraz przebieg btgdu e3(7). Latwo pokazaé, ze sterowanie (23) jest réw-
nowazne postaci

uy = (k1 + ko + k3)és + (k1ko + k1ks + koks)és + kikokses + 3 (24)

co po podstawieniu do modelu (18) i wykorzystaniu faktu, ze ¢; = ¢ '3 daje nastepujace
rOwnanie rozniczkowe:

'é'3+(]€1+k2+l€3)é3+(k1k2+k1k3+kzk3)é3+k1k2k363 =0 = lim 63(7’) =0.
Zwr6émy uwage, ze takze w tym przypadku zbiezno$¢ btgdu e3(7) jest nieoscylacyjna
dla dowolnych k1 2.3 > 0. Na podstawie réwnan (20), (21) oraz (22) mozna pokazac,
ze stuszne sa nastgpujace relacje:

lim ho(ezq(€3),g2a) = koea(T) + doi(7) = €2 + (k1 + k2)éa + k1kaea =0

e3—0
,im Oh1(€1a(€2)7dla) =kie1(7) + qu(r) = é1 + kre; = 0,
3,62
co pozwala wnioskowa¢ o asymptotycznej zbieznosci wszystkich btedéw es(7), e2(7)
oraz e1(7) do zera dla 7 — oo (w istocie zbiezno§¢ ta jest wykladnicza). Nietrudno
sprawdzié, ze wobec poczynionego zatozenia u14(7) € L sterowanie VFO z (23) jest
dobrze okreslone i ograniczone dla catej przestrzeni stanu Q = R3. Powyzsza analiza
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pokazuje takze, iz postaé pola h okre§lona w (21,22) gwarantuje spelnienie warunku
zbieznoSci z (7).

Prawo sterowania (23) przedstawione w postaci rozwinigtej w (24) jest klasycz-
nym sterowaniem PDD? ze sprzezeniem wyprzedzajacym. W odréznieniu jednak od
klasycznego sposobu uzyskiwania tego typu praw sterowania’, reguta (23) zostata wy-
prowadzona na drodze prostych interpretacji geometrycznych i systematycznego wyko-
rzystania proponowanej metody VFO. Pociaga to za soba pewne konsekwencje prak-
tyczne oraz nowe, a w opinii autoréw interesujace, interpretacje zwiazane z powyzszym
wynikiem, ktére zostana przeanalizowane w kolejnym rozdziale.

4 Interpretacje i uwagi

W celu przeprowadzenia geometrycznych interpretacji sterowania VFO zdefiniowane-
go w (23) (lub w (24)) przeprowadzona zostata proba symulacyjna ilustrujaca realiza-
cje zadania Sledzenia trajektorii g;(7) dla uq.(7) := 1.5sin 27, horyzontu czasowego
71, = 5[s] oraz dla warunkéw poczatkowych: g;(0) = [0 0.5 1]7, q(0) = [6 — 2 4]7.
Przyjeto nastgpujace warto$ci parametréw sterownika VFO: k1 = 10, ky =5, k3 = 2.
Uzyskane wyniki przedstawiaja rys. 1-4. Przebieg sterowania orientujacego przedsta-
wiono narys. 2. Efektywno§¢ procesu orientowania ilustruje rys. 3 w postaci czasowego
przebiegu kosinusa kata zawartego pomigdzy polami g5 oraz h*.

Zwrdéémy najpierw uwage, iz skoro zmienne qi, g2 sa zmiennymi orientujacymi, to
ich podstawowym zadaniem jest orientowanie pola g5 tak, aby zapewni¢ szybka zbiez-
no$¢ zmiennej g3 do jej wartosci referencyjnej. Zatem w poczatkowej fazie sterowania
btedy e; oraz es moga nie zbiega¢ w otoczenie zera, co widaé na rys. 1. Zbieznos¢
ta nastgpuje wtedy, gdy btad e3 znajdzie si¢ dostatecznie blisko zera. Ta pomocnicza
funkcja, ktéra spetniajg zmienne orientujace w metodzie VFO skutkuje nieoscylacyjna
ewolucja sygnatu es niezaleznie od przyjetych warto§ci wspoétczynnikéw projektowych
k; > 0,7 = 1,2,3. Cecha nieoscylacyjnej zbieznosci stanowi wtasnos$¢ sterowania
metoda VFO? i w duzej mierze zwalnia projektanta z koniecznosci strojenia sterownika
(dob6r wspdtczynnikdw k; zapewniajacy wymagang szybkos$¢ odpowiedzi systemu jest
wyjatkowo prosty). Zasadno$¢ spetniania pomocniczej funkcji przez zmienne orientu-
jace wynika z prostej fizykalnej interpretacji zmiennych q;, g2 i g3. Mianowicie, gdyby
potraktowac ¢s jako sygnat pozycyjny, to zmienne g2 i g1 beda mialy interpretacje od-
powiednio predkosci i przyspieszenia. W tym momencie intuicyjnym staje si¢ wniosek,
iz wlasnie zmiana przyspieszenia i w konsekwencji zmiana predkosci winny w stanie
przejSciowym sprowadzac sygnat pozycyjny g3 do przebiegu referencyjnego gs; (przy-
spieszenie i predko§é determinuja kierunek g3(q)) i dopiero w nastepnej kolejnosci
winny w sposéb ciagly zbiegaé do sygnatéw referencyjnych go; oraz q;¢. Taki scena-
riusz ewolucji systemu zapewnia zaproponowana w (21,22) posta¢ pola zbieznosci h,
ktérego elementy h; i hy zaleza wprost od btedéw pomocniczych ey, ea,, nie zas od
btedéw Sledzenia eq, es.

7 Wynikajacego gtéwnie z manipulacji algebraicznych prowadzacych do dopetnienia Zadanej
postaci réwnania rézniczkowego uchybu.

8 Podobne wnioski dotycza sterownikéw VFO zaproponowanych dla systeméw nieholonomicz-
nych (por. [5]).
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Préba wymuszenia jednoczesnej zbieznosci dla wszystkich bledéw e;, es oraz es
jest w pewnym sensie sprzeczna z wlasno$ciami samego systemu X1 i moze skutko-
wac duza oscylacyjnoscia przebiegéw (i tym samym wigkszym kosztem energetycznym
sterowania). Problem ten pojawia si¢ w zagadnieniu syntezy optymalnej dla kwadra-
towego wskaznika jakosci. Aby przeanalizowaé kwesti¢ wyboru elementéw macierzy
wag wskaZznika jakoS$ci dla systemu X'ty w zagadnieniu sterowania optymalnego, wpro-
wadZmy pomocniczo nastgpujace wielkosci: btad mieszany e, = [e1, €2q 63]T oraz
diagonalng macierz wag W, = diag{w;,} € R3*3 w;, > 0, = 1,2, 3. Zdefiniuj-
my dwa wskazniki jakosci jeden dla btedu Sledzenia e = [e; es e3]T, drugi dla btedu
mieszanego:

o0 o0

J(e) 2 / e'Wedr, Ja(eq) 2 / el W,e, dr, (25)
0 0

gdzie macierz W € R3*3 jest dowolna macierza dodatnio okreslona. Mozna spraw-

dzi¢, ze btad §ledzenia z bledem mieszanym wiaze nastgpujace rOwnanie:

1 (k’g + k/’3) koks
e, =Te, gdzie =10 1 ks | . (26)
0 0 1

Analiza zbieznosci dla elementéw btgdu mieszanego przeprowadzona w poprzednim
rozdziale uzasadnia przyjecie diagonalnej postaci macierzy wag W,. Zatézmy teraz,
ze synteza optymalna dla wskaznika J,(e,) zostata przeprowadzona i otrzymano mi-
nimalna warto$¢ wskaznika réwng J. ChcielibySmy w tym momencie sprawdzi¢ dla
jakiej macierzy wag W wskaznik J(e) osiagnie warto$§¢ minimalna réwna wartosci
J. Po podstawieniu (26) do definicji wskaznika .J, otrzymamy, iz warto$¢ minimalna
Jr=J;dlaWw 2 Wr = I'"W,I przy czym

W1igq wig (k2 + k3) wigkaks
Wr = |wia(ka + k3)  wia(ka 4+ k3)? + waa  wia(ka + k3)koks + waaks
wigkaks wla(k/’g + k/’3)k2k/’3 + wagks wlak%kg + ’LUQ,JC% + W3q

Zauwazmy, iz powyzsza macierz nie jest diagonalna dla dowolnych w;,, k; > 0, i =
1,2, 3. Przyjmowanie zatem diagonalnej postaci macierzy wag W w definicji wskazni-
ka J(e), co jest powszechna praktyka ze wzgledu na prostotg wyboru wag, nie zapew-
nia w rozwazanym przypadku osiggnigcia minimum J;. Mozna w kosekwencji stwier-
dzié, iz preferowanym wyborem zmiennych we wskaZniku jakos$ci (25) sa elementy
btedu mieszanego e,, poniewaz wyboér diagonalnej macierzy wag jest tutaj wyjatkowo
uzasadniony.

5 Podsumowanie

W artykule przedstawiono metodyke VFO projektowania sterowania oryginalnie dedy-
kowang dla podklasy bezdryfowych systeméw nieholonomicznych. Poza tym przedsta-
wiono takze sposéb i1 skutki wykorzystania metody VFO dla systemu spoza tej pod-
klasy. Systematycznie wyprowadzony sterownik VFO dla rozwazonego modelu potréj-
nego integratora odpowiada znanemu z literatury sterownikowi liniowemu, przy czym
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Rys. 3. Przebieg procesu orientowania Rys. 4. Przebiegi btedé6w pomocniczych

dodatkowo uzyskano gwarancje¢ nieoscylacyjnej zbieznosci bledu dla dowolnych dodat-
nich warto$ci wspétczynnikéw projektowych. Autorzy sa przekonani, iz przeprowadzo-
ne w pracy geometryczne interpretacje pozwolily na ukazanie otrzymanych wynikéw
w nowym Swietle. Niniejsza praca ma stanowi¢ kolejny krok w kierunku okreSlenia
zakresu stosowalnosci i stopnia uniwersalnosci prezentowanej metody VFO.
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