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Ciato liczbowe

Wykonalnos¢ dziatan w zbiorach liczb

Moéwimy, ze w zbiorze liczb X jest wykonalne dodawanie, jesli dla
kazdej pary liczb x1, x> € X prawdziwe jest

x1+x € X.
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Wykonalnos¢ dziatan w zbiorach liczb

Moéwimy, ze w zbiorze liczb X jest wykonalne dodawanie, jesli dla
kazdej pary liczb x1, x> € X prawdziwe jest

x1+x € X.

Podobnie rozumiemy wykonalno$¢ odejmowania i mnozenia oraz
dzielenia przez liczbe rézna od zera.

o W zbiorze N wykonalne jest tylko dodawanie i mnozenie.
o W Z wykonalne jest dodawanie, odejmowanie i mnozenie.

o W Q wykonalne jest dodawanie, odejmowanie, mnozenie i
dzielenie.

o W przedziale [0, 1] wykonalne jest tylko mnozenie.
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Kazdy zbidr liczb, ktéry zawiera wiecej niz jedna liczbe i w ktérym
sa wykonalne wszystkie cztery dziatania z wyjatkiem dzielenia
przez 0, nazywamy ciatem liczbowym.




Ciato liczbowe

Ciato liczbowe

Kazdy zbidr liczb, ktéry zawiera wiecej niz jedna liczbe i w ktérym
sa wykonalne wszystkie cztery dziatania z wyjatkiem dzielenia
przez 0, nazywamy ciatem liczbowym.

o Zbiory N i Z nie s3 ciatami.



Ciato liczbowe

Ciato liczbowe

Kazdy zbidr liczb, ktéry zawiera wiecej niz jedna liczbe i w ktérym
sa wykonalne wszystkie cztery dziatania z wyjatkiem dzielenia
przez 0, nazywamy ciatem liczbowym.

o Zbiory N i Z nie s3 ciatami.

o Zbiér QQ jest ciatem.



Ciato liczbowe

Ciato liczbowe

Kazdy zbidr liczb, ktéry zawiera wiecej niz jedna liczbe i w ktérym
sa wykonalne wszystkie cztery dziatania z wyjatkiem dzielenia
przez 0, nazywamy ciatem liczbowym.

o Zbiory N i Z nie sa ciatami.
o Zbiér QQ jest ciatem.

o Zbiér R jest ciatem.
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Zbiér liczb postaci a + b\/2, gdzie a, b€ Q jest ciatem liczbowym. I

Wiadomo,ze wyniki dziatan na takich liczbach s3 réwniez postaci

a+ bv2.
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Twierdzenie

Niech D bedzie ustalong liczba wymierna dodatnia, ktéra nie jest

kwadratem liczby wymiernej. Zbior liczb postaci a+ bv/D, gdzie
a,b e Q, jest ciatem.




Ciato liczbowe

Twierdzenie

Niech D bedzie ustalong liczba wymierna dodatnia, ktéra nie jest
kwadratem liczby wymiernej. Zbior liczb postaci a+ bv/D, gdzie
a,b e Q, jest ciatem.

Whiosek: istnieje nieskonczenie wiele ciat liczbowych.
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Twierdzenie

Kazde ciato liczbowe K zawiera ciafo liczb wymiernych.
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K jest ciatem, wiec zawiera liczbe a # 0.

©

©

Mozemy wykonaé dzielenie, wiec a/a =1 € K.
Stad na podstawie wykonalnoéci dodawania 2 =1+ 1 € K,
3=241€eKitd;

ogblnie, n € K dla dowolnej liczby naturalnej n.

©

©

Z wykonalnosci odejmowania 1 —1 =0 € K, a stad dla
dowolnego n € N, —n € K.

©

Z wykonalnosci dzielenia dla dowolnych liczb naturalnych n i
m wynika, ze n/m € K, —n/m € K
awiecQCK
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Ciato Q jest najmniejszym ciatem liczbowym.




Ciato liczbowe

Ciato Q jest najmniejszym ciatem liczbowym.

W szczegdlnosci oznacza to, ze skoiczony zbidr liczb nie moze by¢
ciatem.
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Dziataniem w zbiorze K nazywamy funkcje h, ktéra kazdej parze
a, b elementéw zbioru K przyporzadkowuje pewien element tego
samego zbioru: h: K x K — K.
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dwdch wektordéw istnieje ich suma: jest to dziatanie.
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Dziatanie w zbiorze

Dziataniem w zbiorze K nazywamy funkcje h, ktéra kazdej parze
a, b elementéw zbioru K przyporzadkowuje pewien element tego
samego zbioru: h: K x K — K.

Na przyktad dodawanie liczb rzeczywistych jest funkcja

+ :R x R — R przyporzadkowujaca parze liczb x, y ich sume
X+ y. Znak + jest symbolem tego dziatania.

Niech K bedzie zbiorem wektoréw na ptaszczyznie. Dla dowolnych
dwdch wektordéw istnieje ich suma: jest to dziatanie.

Sktadanie funkcji jest dziataniem w niektérych zbiorach funkgji (np.
w zbiorze wielomianéw), ale nie w zbiorze wszystkich funkcji, bo
nie zawsze istnieje ztozenie.
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facznosc
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istnieje dla tych dziatan element neutralny (0 dla dodawania,
1 dla mnozenia)
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Dziatanie w dowolnym zbiorze

C Aczone

Dodawanie i mnozenie liczb maja wtasnosci:
facznosc
przemiennos$¢

istnieje dla tych dziatan element neutralny (0 dla dodawania,
1 dla mnozenia)

dla kazdej liczby x istnieje element przeciwny —x oraz (dla

x # 0) element odwrotny x 1.



Dziatanie w dowolnym zbiorze

Okreslenie ciata

Zatézmy, ze mamy zbiér K, w ktérym sa okreslone dwa dziatania
@ i ® majace wtasnosci:



Dziatanie w dowolnym zbiorze

Okreslenie ciata

1.
2,
3.
4,

(x®y)®z=x®(y ® z) (dodawanie jest taczne),

x @y =y ® x (dodawanie jest przemienne),

0@ x =x®0 = x (istnieje w K element zerowy 0),

x @ (—x) = 0 (dla kazdego elementu x istnieje element
przeciwny —x),



Dziatanie w dowolnym zbiorze

Okreslenie ciata

1.
2,
3.
4,

(x®dy)®z=x® (y D z) (dodawanie jest taczne),

x @y =y ® x (dodawanie jest przemienne),

0@ x =x®0 = x (istnieje w K element zerowy 0),

x @ (—x) = 0 (dla kazdego elementu x istnieje element
przeciwny —x),

(x®y)®z=x0(y®z) (mnozenie jest taczne),

X ®y =y ® x (mnozenie jest przemienne),
1®x=x0®1=x (istnieje w K element jednostkowy 1 # 0),

© N o O

x®x 1 =x"1®x=1(dla x # 0 istnieje element odwrotny
-1
x7h),
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Okreslenie ciata

1.
2,
3.
4,

(x®dy)®z=x® (y D z) (dodawanie jest taczne),

x @y =y ® x (dodawanie jest przemienne),

0@ x =x®0 = x (istnieje w K element zerowy 0),

x @ (—x) = 0 (dla kazdego elementu x istnieje element
przeciwny —x),

(x®y)®z=x0(y®z) (mnozenie jest taczne),

X ®y =y ® x (mnozenie jest przemienne),
1®x=x0®1=x (istnieje w K element jednostkowy 1 # 0),

© N o O

x®x 1 =x"1®x=1(dla x # 0 istnieje element odwrotny
x 1),

9. x®(y®z) =xOy®x©®z (mnozenie jest rozdzielne
wzgledem dodawania),



Dziatanie w dowolnym zbiorze

Okreslenie ciata

Definicja

Niech bedzie dany zbiér K, w ktérym sa okreslone dwa dziatania ®
i ® zwane odpowiednio dodawaniem i mnozeniem. Jezeli dla
dowolnych x,y,z € K i dla pewnych elementéw 0,1 € K spefnione
s3 warunki 1-9 to system (K, &, ®) nazywamy ciatem
(abstrakcyjnym).
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Ciata skonczone

Niech p bedzie liczba pierwsza. Rozpatrzmy zbiér
Zp={0,1,2,...,p — 1} mozliwych reszt z dzielenia przez p.
W tym zbiorze wprowadzimy dziatania dodawania i mnozenia
modulo p.
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Ciata skonczone

Ciata skonczone

Niech p bedzie liczba pierwsza. Rozpatrzmy zbiér
Zp={0,1,2,...,p — 1} mozliwych reszt z dzielenia przez p.
W tym zbiorze wprowadzimy dziatania dodawania i mnozenia
modulo p.

a+ b = reszta z dzielenia zwyklej sumy przez p,

a- b = reszta z dzielenia zwyktego iloczynu przez p.
Piszemy a+ b = c(mod p), ab = d(mod p). Na przyktad:
2+2=1(mod3), 3-2=1(mod5).

Twierdzenie

Zbiér Zp, = {0,1,2,...,p — 1}, gdzie p jest liczba pierwsza,
z dziataniami dodawania i mnozenia modulo p tworzy ciafo.
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Ciata skonczone

Tabelki dziatan dla zbioru Z = {0,1}:

+]0 1 -]o 1
0jo0 1 0[o 0
1/10 1/0 1



Dla Z3 = {0,1,2}:

|01 2

0{0 0 O

+]0 12

0/0 1 2

110 1 2°

2 0

212 01

210 2 1



Dziatania modulo n mozna rozpatrywaé dla dowolnej liczby
naturalnej n, ale jesli to jest liczba ztozona, to Z, nie jest ciatem.
Popatrzmy na tabelki dla Z4 = {0,1,2,3}:

+]0 123 o1 2 3
0jfo 123 0/0 000
1{1 230 110 1 23
212 3 0 1 210 2 0 2
31301 2 3|10 3 21



Dziatania modulo n mozna rozpatrywaé dla dowolnej liczby
naturalnej n, ale jesli to jest liczba ztozona, to Z, nie jest ciatem.
Popatrzmy na tabelki dla Z4 = {0,1,2,3}:

+]0 123 o1 2 3
0jfo 123 0/0 000
1{1 230 110 1 23
212 3 0 1 210 2 0 2
31301 2 3|10 3 21

Z4 nie jest ciatem, bo nie istnieje 271



Dziatania modulo n mozna rozpatrywaé dla dowolnej liczby
naturalnej n, ale jesli to jest liczba ztozona, to Z, nie jest ciatem.
Popatrzmy na tabelki dla Z4 = {0,1,2,3}:

+]0 123 o1 2 3
0jfo 123 0/0 000
1{1 230 110 1 23
212 3 0 1 210 2 0 2
31301 2 3|10 3 21

Z4 nie jest ciatem, bo nie istnieje 271
Zatozenie, ze p jest liczba pierwsza jest konieczne (i dostateczne).
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Pitagorejczycy przy prébie zmierzenia przekatnej kwadratu
zauwazyli, ze nie jest on wspotmierny z bokiem.
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Liczby zespolone

Pitagorejczycy przy prébie zmierzenia przekatnej kwadratu
zauwazyli, ze nie jest on wspotmierny z bokiem.

Oznacza to, ze:

Réwnanie x> = 2 nie ma rozwiazania wymiernego.
Doprowadzito to do rozwazania nowych liczb, ktére teraz
nazywamy niewymiernymi.

Przy rozpatrywaniu réwnan kwadratowych spostrzegamy, ze:

Réwnanie x> = —1 nie ma rozwiazania rzeczywistego.
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Liczby zespolone

Dodatni pierwiastek réwnania x*> = 2 oznaczamy v/2. Wiemy, ze
zbiér liczb postaci a + bv/2, gdzie a, b € QQ, jest ciatem.
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postaci a + bi, gdzie a, b € R, jest ciatem.

Jest réznica: o ile v/2 jest dtugoscia (wiec liczba) przekatnej
kwadratu, to czym jest /7

Nie potrafimy tego czego$ zinterpretowaé, niemniej skoro
wykonywato sie dziatania na liczbach postaci a + bv/2, to mozna je
wykonywa¢é réwniez na liczbach a 4 bi. Trzeba tylko pamietaé, ze
i?=-1.



Dziatanie v

Liczby zespolone

Dodatni pierwiastek réwnania x*> = 2 oznaczamy v/2. Wiemy, ze
zbiér liczb postaci a + bv/2, gdzie a, b € QQ, jest ciatem.

Czy jest sens w analogii:
Pierwiastek réwnania x2 = —1 oznaczamy i. Wtedy zbiér liczb(?)
postaci a + bi, gdzie a, b € R, jest ciatem.

Jest réznica: o ile v/2 jest dtugoscia (wiec liczba) przekatnej
kwadratu, to czym jest /7

Nie potrafimy tego czego$ zinterpretowaé, niemniej skoro
wykonywato sie dziatania na liczbach postaci a + bv/2, to mozna je
wykonywa¢é réwniez na liczbach a 4 bi. Trzeba tylko pamietaé, ze
i?=-1.

Oznaczenie i wprowadzit Euler.



Liczby zespolone

Euler byt matematykiem, ale
takze fizykiem i astronomem.
Urodzony i wyksztatcony w
Bazylei (Szwajcaria). Pracowat
w Petersburgu (1727-1741),
Berlinie (1741-1766),
Petersburgu (1766-1783).

W 1911 roku rozpoczeto
wydawacé jego Dzieta zebrane:
Leonhard Euler Opera Omnia.
Do tej pory wydano 73 tomy,
facznie ponad 25000 stron.

Leonhard Euler (1707 — 1783)
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Metoda Hamiltona konstrukcji liczb zespolonych.

Tworzymy iloczyn kartezjanski R x R. Jego elementami sg pary
liczb rzeczywistych. W zbiorze par wprowadzamy dziatania
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Liczby zespolone

Metoda Hamiltona konstrukcji liczb zespolonych.

Tworzymy iloczyn kartezjanski R x R. Jego elementami sg pary
liczb rzeczywistych. W zbiorze par wprowadzamy dziatania
dodawania:

(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d)
i mnozenia

(a, b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).



Liczby zespolone

Metoda Hamiltona konstrukcji liczb zespolonych.

Tworzymy iloczyn kartezjanski R x R. Jego elementami sg pary
liczb rzeczywistych. W zbiorze par wprowadzamy dziatania
dodawania:

(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d)

i mnozenia

(a, b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Pare z = (a, b) bedziemy nazywaé liczba zespolona, a caty zbiér
R x R — zbiorem liczb zespolonych.
Bedziemy go oznaczac literg C.



Liczby zespolone

C jest ciatem

Sprawdzenie wtasnosci dziatan jest dos¢ tatwe. Np. para (0,0) jest
elementem zerowym dodawania, a para (1,0) jest elementem
jednostkowym mnozenia.



Liczby zespolone

C jest ciatem

Sprawdzenie wtasnosci dziatan jest dos¢ tatwe. Np. para (0,0) jest
elementem zerowym dodawania, a para (1,0) jest elementem
jednostkowym mnozenia.

Elementem przeciwnym do (a, b) jest taka para

(x,y), ze (a+x,b+y) =(0,0); stad (x,y) = (—a, —b).



Liczby zespolone

C jest ciatem

Czy istnieje element odwrotny do (a, b) # (0,0)?



Liczby zespolone

C jest ciatem

Czy istnieje element odwrotny do (a, b) # (0,0)?
Zatézmy, ze z = (a, b) jest niezerowa liczba zespolona, tj.
a’> + b > 0, oraz ze

(a,b) - (x,y) = (1,0).



Liczby zespolone

C jest ciatem

Czy istnieje element odwrotny do (a, b) # (0,0)?
Zatézmy, ze z = (a, b) jest niezerowa liczba zespolona, tj.
a’> + b > 0, oraz ze

(3, b) : (X,}/) = (170)
Wtedy, zgodnie z definicja mnozenia, musi by¢:

ax — by =1, ay + bx =0.



Liczby zespolone

C jest ciatem

Czy istnieje element odwrotny do (a, b) # (0,0)?
Zatézmy, ze z = (a, b) jest niezerowa liczba zespolona, tj.
a’> + b > 0, oraz ze

(a;b) - (x,y) = (1,0).
Wtedy, zgodnie z definicja mnozenia, musi by¢:
ax — by =1, ay + bx =0.
Rozwigzaniem tego uktadu jest para liczb
a —b
Ty VT2



Liczby zespolone

C jest ciatem

Czy istnieje element odwrotny do (a, b) # (0,0)?
Zatézmy, ze z = (a, b) jest niezerowa liczba zespolona, tj.
a’> + b > 0, oraz ze
(3, b) : (X,}/) = (17 0)
Wtedy, zgodnie z definicja mnozenia, musi by¢:
ax — by =1, ay + bx =0.

Rozwigzaniem tego uktadu jest para liczb

. a ~ —b

T2+ VT 24
a wiec liczba zespolona

(Fmare)
a? + b%’ 2% + b?

'|est odwrotnos’cii Iiczbi Z.



Liczby zespolone

C jest ciatem

Twierdzenie
Struktura (C; +, ) jest ciatem.




Liczby zespolone

Ciato C jako rozszerzenie ciata R

W jakim sensie ciato C zawiera ciato R?



Liczby zespolone

Ciato C jako rozszerzenie ciata R

W jakim sensie ciato C zawiera ciato R?
Poniewaz zachodza réwnosci:

(a,0) + (b,0) = (a-+b,0)
(a,0)-(b,0) = (ab,0),

wiec pare (a,0) mozna utozsamic z liczba a.



Liczby zespolone

Ciato C jako rozszerzenie ciata R

W jakim sensie ciato C zawiera ciato R?
Poniewaz zachodza réwnosci:
(3,0)+(b,0) = (a+b,0)
(a,0)-(b,0) = (ab,0),
wiec pare (a,0) mozna utozsamic z liczba a.

Zbidr wszystkich takich par tworzy ciato liczb rzeczywistych
zawarte w ciele liczb zespolonych.



Liczby zespolone

Powrét do przesztosci

Jesli wprowadzimy oznaczenie
i=(0,1),

to liczba zespolona (a, b) daje sie przedstawi¢ za pomoca liczby i
oraz liczb rzeczywistych a, b.



Liczby zespolone

Powrét do przesztosci

Jesli wprowadzimy oznaczenie
i=(0,1),

to liczba zespolona (a, b) daje sie przedstawi¢ za pomoca liczby i
oraz liczb rzeczywistych a, b.

(a, b) = (a,0) + (0, b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi,

gdzie zamiast (a,0), (b,0) napisaliSmy a, b.



Dziatanie

Liczby zespolone

Zauwazmy, ze

i?=1(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.



Liczby zespolone

Zauwazmy, ze
i =(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.

Liczby zespolone bedziemy zapisywaé w postaci a + bi. Zapis ten
pozwala przy dziataniach arytmetycznych operowaé liczbami a + bi
jak wielomianami, przy czym nalezy zastepowa¢ i% przez —1.



Liczby zespolone

William Rowan Hamilton
(1805 — 1865)

Hamilton w eseju On Algebra as
the Science of Pure Time
rozwazat liczby zespolone jako
pary liczb z okreslonymi
operacjami. Potem przez wiele lat
prébowat przeniesé te koncepcje
na trojki liczb. Wreszcie

w 1843 r. odkryt kwaterniony
majace stuzyé opisowi mechaniki
w przestrzeni tréjwymiarowej.



Liczby zespolone

Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych liczbe zespolong
z = a+ bi mozna interpretowac jako punkt o odcietej a i rzednej b.



Liczby zespolone

Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych liczbe zespolong

z = a+ bi mozna interpretowac jako punkt o odcietej a i rzednej b.
Punkty rzeczywiste, tj. takie punkty z = a + bi, dla ktérych b =0,
wypetniaja 0§ uktadu zwang osia rzeczywista, za$ punkty, dla
ktérych a = 0, wypetniaja druga o$, zwang osig urojona.



Liczby zespolone

Liczby sprzezone

Niech z = a + bi. Przyjmiemy oznaczenie
a—bi =z

Liczbe Z nazywamy sprzezona z liczba z.



Liczby zespolone

Liczby sprzezone

Niech z = a + bi. Przyjmiemy oznaczenie
a—bi =z

Liczbe Z nazywamy sprzezona z liczba z.
Np. 2 — 5/ =2+ 5/.



Liczby zespolone

Liczby sprzezone

Niech z = a + bi. Przyjmiemy oznaczenie

a—bi=7Z.

Liczbe Z nazywamy sprzezona z liczba z.
Np. 2 — 5/ =2+ 5/.

Wzory:
21+ 20 =21+ 2, 2\ —2p =21 — 2,

_ 7 b2l
217) = 7120, — | ==
z 2z



Liczby zespolone

Liczby sprzezone

Niech z = a + bi. Przyjmiemy oznaczenie

a—bi=7Z.

Liczbe Z nazywamy sprzezona z liczba z.
Np. 2 — 5/ =2+ 5/.

Wzory:
21+ 20 =21+ 2, 2\ —2p =21 — 2,
_ 7 b2l
7122 = 2122, — ==
V) 22
A takze dla z = a + bi:

27 = (a+ bi)(a— bi) = % — B2 = 2% + b* = |z]2.

gdzie |z| = Va2 + b? nazywamy wartoscia bezwzgledna liczby z.



Liczby zespolone

Czes¢ rzeczywista i urojona

. Niech z = a + bi. Wprowadzamy oznaczenia
Rez = a, Imz = b.

Liczby Re z i Im z nazywamy odpowiednio czescia rzeczywista
i czescig urojona liczby z.



Liczby zespolone

Czes¢ rzeczywista i urojona

. Niech z = a + bi. Wprowadzamy oznaczenia
Rez = a, Imz = b.
Liczby Re z i Im z nazywamy odpowiednio czescia rzeczywista

i czescig urojona liczby z.
Np. Re(2+7/) =2, Im(2+7i) =7



Liczby zespolone

Czasem wygodniej jest traktowac liczbe z = a + bi jako wektor
zaczepiony w poczatku uktadu wspétrzednych i koncu (a, b).
Wtedy dodawanie liczb zespolonych jest (geometrycznie)
dodawaniem wektoréw.



Liczby zespolone

Imz

&
+
r.
W

Suma liczb zespolonych



Liczby zespolone

Modut liczby zespolonej

Jedli z jest wektorem, to ma dtugosé, kierunek i zwrot.



Liczby zespolone

Modut liczby zespolonej

Jedli z jest wektorem, to ma dtugosé, kierunek i zwrot.
Dtugoé¢ wynosi v/ a2 + b2. Nazywamy ja modutem badz wartoscia
bezwzgledna liczby zespolonej z i oznaczamy |z]|.



Liczby zespolone

Modut liczby zespolonej

Jedli z jest wektorem, to ma dtugosé, kierunek i zwrot.

Dtugoé¢ wynosi v/ a2 + b2. Nazywamy ja modutem badz wartoscia
bezwzgledna liczby zespolonej z i oznaczamy |z]|.

Przyktadowo:

142 =vV1I+4=+5 |3-4i=+9+16="5.



Liczby zespolone

Modut liczby zespolonej

Jedli z jest wektorem, to ma dtugosé, kierunek i zwrot.

Dtugoé¢ wynosi v/ a2 + b2. Nazywamy ja modutem badz wartoscia
bezwzgledna liczby zespolonej z i oznaczamy |z]|.

Przyktadowo:

1+2i|=vV1+4=+V5 = [3-4i=v9+16=5.
Zauwazmy, ze réownos$¢ |z| = 1 jest spetniona przez te punkty

ptaszczyzny, ktére leza na okregu o srodku w poczatku uktadu
i promieniu 1.



Liczby zespolone

Modut liczby zespolonej

Jedli z jest wektorem, to ma dtugosé, kierunek i zwrot.

Dtugoé¢ wynosi v/ a2 + b2. Nazywamy ja modutem badz wartoscia
bezwzgledna liczby zespolonej z i oznaczamy |z]|.

Przyktadowo:

142 =vV1I+4=+5 |3-4i=+9+16="5.

Zauwazmy, ze réownos$¢ |z| = 1 jest spetniona przez te punkty
ptaszczyzny, ktére leza na okregu o srodku w poczatku uktadu

i promieniu 1.

Nieréwnos¢ |z| < 1 charakteryzuje punkty wewnatrz tego okregu.



Liczby zespolone

Modut liczby zespolonej

Jedli z jest wektorem, to ma dtugosé, kierunek i zwrot.

Dtugoé¢ wynosi v/ a2 + b2. Nazywamy ja modutem badz wartoscia
bezwzgledna liczby zespolonej z i oznaczamy |z]|.

Przyktadowo:

142 =vV1I+4=+5 |3-4i=+9+16="5.

Zauwazmy, ze réownos$¢ |z| = 1 jest spetniona przez te punkty
ptaszczyzny, ktére leza na okregu o srodku w poczatku uktadu

i promieniu 1.

Nieréwnos¢ |z| < 1 charakteryzuje punkty wewnatrz tego okregu.
Liczba |z — zp]| jest dtugoscia wektora z — zg lub odlegtoscia
punktéw z i zp.



Liczby zespolone

Argument liczby zespolone]

Kierunek i zwrot wektora z = a + bi mozna okresli¢, podajac miare
i kata skierowanego, ktérego pierwszym ramieniem jest pétos
rzeczywista dodatnia, a drugim ramieniem — wektor z. Te miare
nazwiemy argumentem liczby z.



Liczby zespolone

Argument liczby zespolone]

Kierunek i zwrot wektora z = a + bi mozna okresli¢, podajac miare
i kata skierowanego, ktérego pierwszym ramieniem jest pétos
rzeczywista dodatnia, a drugim ramieniem — wektor z. Te miare
nazwiemy argumentem liczby z.

Argument jest wieloznaczny:

© = po + 2k, gdzie: 0 < g < 27, k € Z.

(oo nazywamy argumentem gtéwnym.



Liczby zespolone

Argument liczby zespolone]

Kierunek i zwrot wektora z = a + bi mozna okresli¢, podajac miare
i kata skierowanego, ktérego pierwszym ramieniem jest pétos
rzeczywista dodatnia, a drugim ramieniem — wektor z. Te miare
nazwiemy argumentem liczby z.

Argument jest wieloznaczny:

© = po + 2k, gdzie: 0 < g < 27, k € Z.

(oo nazywamy argumentem gtéwnym.
Oznaczamy:
Yo = arg z, p = Arg z.



Liczby zespolone

Argument liczby zespolone]

Kierunek i zwrot wektora z = a + bi mozna okresli¢, podajac miare
i kata skierowanego, ktérego pierwszym ramieniem jest pétos
rzeczywista dodatnia, a drugim ramieniem — wektor z. Te miare
nazwiemy argumentem liczby z.

Argument jest wieloznaczny:

© = po + 2k, gdzie: 0 < g < 27, k € Z.

(oo nazywamy argumentem gtéwnym.
Oznaczamy:
Yo = arg z, p = Arg z.

-1
argi = 3,



Liczby zespolone

Argument liczby zespolone]

Kierunek i zwrot wektora z = a + bi mozna okresli¢, podajac miare
i kata skierowanego, ktérego pierwszym ramieniem jest pétos
rzeczywista dodatnia, a drugim ramieniem — wektor z. Te miare
nazwiemy argumentem liczby z.

Argument jest wieloznaczny:

© = po + 2k, gdzie: 0 < g < 27, k € Z.

(oo nazywamy argumentem gtéwnym.
Oznaczamy:
Yo = arg z, p = Arg z.

argi = 3w, Arg i = i + 2k,



Liczby zespolone

Argument liczby zespolone]

Kierunek i zwrot wektora z = a + bi mozna okresli¢, podajac miare
i kata skierowanego, ktérego pierwszym ramieniem jest pétos
rzeczywista dodatnia, a drugim ramieniem — wektor z. Te miare
nazwiemy argumentem liczby z.

Argument jest wieloznaczny:

© = po + 2k, gdzie: 0 < g < 27, k € Z.

(oo nazywamy argumentem gtéwnym.
Oznaczamy:
Yo = arg z, p = Arg z.

argi = %7’[’, Arg | = %71 + 2km, argl = 0,



Liczby zespolone

Argument liczby zespolone]

Kierunek i zwrot wektora z = a + bi mozna okresli¢, podajac miare
i kata skierowanego, ktérego pierwszym ramieniem jest pétos
rzeczywista dodatnia, a drugim ramieniem — wektor z. Te miare
nazwiemy argumentem liczby z.

Argument jest wieloznaczny:

© = po + 2k, gdzie: 0 < g < 27, k € Z.

(oo nazywamy argumentem gtéwnym.
Oznaczamy:
Yo = arg z, p = Arg z.

argi = m, Arg i = 3m + 2km, argl =0, Arg 1 = 2k



Rez

Modut i argument liczby zespolone;j



Liczby zespolone

Postac trygonometryczna liczby zespolone;j

W takim razie

. a .b -
z=a+ bi=|z| <—+I—> = |z|(cos ¢ + isin p).

EANNE



Liczby zespolone

Postac trygonometryczna liczby zespolone;j

W takim razie

b
z=a+bi=|] (i + i—) = |z|(cos o + i sin ).

EANNE

Twierdzenie

Kazda liczba zespolona daje sie przedstawi¢ w postaci
z = |z|(cos ¢ + isin @),

zwanej postacig trygonometryczng liczby z.




Dziatanie w dowo
[€

Liczby zespolone

1=1-(cos0+ isin0),



Dziatanie

Liczby zespolone

1=1-(cos0+ isin0),

izl-(cosg—kising),



Dziatani

Liczby zespolone

1=1-(cos0+ isin0),

izl-(cosg—kising),

1+i:\ﬁ-(cos%+isin%).



Liczby zespolone

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb zespolonych z1 i z»:

Arg z1z0 = Arg z1 + Arg z. (1)




Liczby zespolone

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb zespolonych z1 i z»:

Arg z1z0 = Arg z1 + Arg z. (1)

4

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb zespolonych z; i zp, (zo #0):

Arg i—; = Arg z1 — Arg 2. (2)

v



Liczby zespolone

Wzér de Moivre'a

Twierdzenie
Dla kazdej liczby zespolonej z i kazdego catkowitego n:

Arg z" =n-Arg z. (3)




Liczby zespolone

Wzér de Moivre'a

Twierdzenie
Dla kazdej liczby zespolonej z i kazdego catkowitego n:

Arg z" =n-Arg z. (3)

Wzér de Moivre'a:

(cos + isinp)™ = cos ny + isin ny. (4)



Dziatanie w




Dziatanie w

cos7r+'s' 7r>26
— I SIn — =
4 4



Va o v2\® r o m\®
— +I— = COS4+ISIn4> =

cos 267 Lis 267
= — +isin— =
4 4



Dziatani

Liczby zespolone

ﬂ+.226 ( 7r+..7r>26
—_— | — = COS — I SIN — =
2 2 4 4

cos 267 Lis 267
= —— +isin— =
4 4

(6 +27r>+.. <6 +27r>
—= COS — /1SIn — =
Ty Ty



Dziatani

Liczby zespolone

ﬂ+.226 ( 7r+..7r>26
—_— | — = COS — I SIN — =
2 2 4 4

cos 267 Lis 267
= —— +isin— =
4 4

(6 +27r>+.. <6 +27r>
—= COS — /1SIn — =
Ty Ty

7r+,_ 7r
= cos_- +isin- =
2 2



Dziatani

Liczby zespolone

ﬂ+.226 ( 7r+..7r>26
—_— | — = COS — I SIN — =
2 2 4 4

cos 267 Lis 267
= —— +isin— =
4 4

(6 +27r>+.. <6 +27r>
—= COS — /1SIn — =
Ty Ty

7T+.. ™ .
= cos— +isin-=i
2 2 ’



Va o v2\® r o m\®
— +I— = cosz—i—lsmz =

cos 267 Lis 267
= —— +isin— =
4 4

(6 +27r>+.. <6 +27r>
—= COS — /1SIn — =
Ty Ty

7T+.. ™ .
= cos— +isin-=i
2 2 ’

-3
-1 /3 2r .. 2w\ 3
<2+’2) = G“3+”m3> =

= cos(—2m) +isin(—2m) =
= cosO+isin0=1.



Liczby zespolone

Dowdd wzoru de Moivre'a

Dowdéd. Dla n naturalnego wzér (3) otrzymamy po wielokrotnym
zastosowaniu wzoru (1).

Gdy n =0, to prawdziwos¢ wzoru wynika z réwnosci Arg 1 = 2k.
Natomiast, gdy n = —k, gdzie kK € N, to

1
Arg z" = Arg z K = Arg — =Arg1—Arg k=
z
= —kArgz=nArg zl



Liczby zespolone

Pierwiastkiem stopnia n z liczby z nazywamy taka liczbe w, ze
w' =z

Twierdzenie
Kazda liczba zespolona z = a + bi # 0 ma dwa rézne pierwiastki

drugiego stopnia, okreslone wzorami:
+\/a dla b=0,a>0,
Jz= +iy/—a dla b=0,a<0,

i(y/%'z'+i-sgnb %") dla b+#0.




Liczby zespolone

Przyktady:

V33— 4i =+ (\/?’Q?ju i(-1) _3; 5) =+(2-1),

w( 3;5+,¢—3;5)i<2+o.




Liczby zespolone

Twierdzenie

Liczba z = |z|(cos ¢ + isin @) # 0 ma dokfadnie n réznych
pierwiastkéw n-tego stopnia. Okreslone s3 one wzorem:

2k 2k
wx = 1/ |z| (cosLnW + isin Lnﬂ) )

k=0,1,....,n—1.




Obliczymy V/i:



Dziatanie w dowo
[€

Liczby zespolone

Obliczymy V/i:

. T isin T
i =cos— +isin—
2 2’



Dziatanie w

Liczby zespolone

Obliczymy V/i:
I = T + isin T
= CoS — -,
2 2
zatem

7r+.. T
Wp = €0S — + isin — =
6 6



Dziatanie w

Liczby zespolone

Obliczymy V/i:
I = T + isin T
= CoS — -,
2 2
zatem

7r+.. T
Wp = €0S — + isin — =
6 6



Dziatani

Liczby zespolone

Obliczymy V/i:
I = T + isin T
= CoS — -,
2 2
zatem

[

+ 55,

™ .. T
Wo = COS — + ISIn — = 5

6 6

—cos(ﬂ+27r>+'s'n(7r+2ﬂ)
M= e T3 ) TP 6T 3

V3
2



Obliczymy /i

zatem

T
Wo_cos—+15|ng—7+

wy = cos(

) 7T+.. 7T
I =cos -+ isin
2 2’

V3
6

7T+27r>+'s'n(7r+27T
£t isin{ 5+ 3

N =



Obliczymy V/i:

. 7T+,_ T

| = cos— +isin =

2 2’

zatem

cos7r—|—'s'n7r \/§
wo = —+4+isin— = —

0 6 6 2
( (7r 2w

w1 = COS + isin 3

Wy = <W+4>+l|n<ﬂ-+
» = COS 6 3 S 6



Obliczymy V/i:

. 7T+,_ T

| = cos = +isin =

2 2’

zatem
3 1
Wo:cos76r+isin76rz\2[+2i,

7r 2w N
wp = cos( +/S|n( 3)—2+2,

Wy = <W+4>+l|n<w+4ﬂ>—i
> = COS 6 3 s 6 3 )= .



Pierwiastki stopnia n z liczby z s3 wierzchotkami n-kata foremnego

wpisanego w okrag o promieniu /|z|. Na przyktad pierwiastki
stopnia 6 z 64, okreslone wzorem

27k 27k
Wk:2<cos%+isin%), k=0,1,...,5

sg wierzchotkami szesciokata foremnego wpisanego w okrag o
promieniu 2.

Tmz

wy = 2
Rez




Liczby zespolone

Réwnania algebraiczne

Réwnanie algebraiczne drugiego stopnia:
az’+ bz+c=0

o wspdbtczynnikach zespolonych rozwigzujemy w zwykty sposéb,
tzn. obliczamy wyréznik A = b? — 4ac i stosujemy wzory:

—b+ VA

212 = 223
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Réwnania algebraiczne

Réwnanie algebraiczne drugiego stopnia:
az’+ bz+c=0

o wspdbtczynnikach zespolonych rozwigzujemy w zwykty sposéb,
tzn. obliczamy wyréznik A = b? — 4ac i stosujemy wzory:

—b+ VA

212 = 223

Zauwazmy, ze w tym przypadku (w przeciwiefistwie do przypadku
liczb rzeczywistych) zawsze istnieje VA. W istocie s3 dwa
pierwiastki réznigce sie znakiem. Do powyzszych wzoréw wystarczy
podstawia¢ dowolny z nich (ten drugi da te same wartosci z;2).
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Réwnania algebraiczne

Przyktady.

1. Rozwigza¢ réwnanie

z22 —4z4+5=0.



Liczby zespolone

Réwnania algebraiczne

Przyktady.

1. Rozwigza¢ réwnanie
2 _
zc—4z+5=0.

Obliczamy A = —4, /A = +2i,



Liczby zespolone

Réwnania algebraiczne

Przyktady.
1. Rozwigza¢ réwnanie
2 _
zc—4z+5=0.

Obliczamy A = —4, /A = +2i,

442 4-2i
= _;I:2+i, ="

21



Liczby zespolone

Réwnania algebraiczne

Przyktady.
1. Rozwigza¢ réwnanie
2 _
zc—4z+5=0.

Obliczamy A = —4, /A = +2i,

4+ 2j 4 —2i
= —I;I:2—’—I7 22: 2’

21

To réwnanie miafto wspotczynniki rzeczywiste i jego pierwiastki sa
liczbami sprzezonymi.
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Réwnania algebraiczne

2. Rozwigzaé réwnanie

24+ (-1+)z+@2+i)=0.
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Réwnania algebraiczne

2. Rozwigzaé réwnanie
24+ (-1+)z+@2+i)=0.
Obliczamy A = —8 — 6i, VA = +(1 — 3i), wiec

C1-i+1-3

1—i—1+3i
Z_ = —
! 2

2

=1-2i, 2
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Réwnania algebraiczne

2. Rozwigzaé réwnanie
24+ (-1+)z+@2+i)=0.
Obliczamy A = —8 — 6i, VA = +(1 — 3i), wiec

C1-i+1-3

1—i—1+3i
7] = =
! 2

2

=1-2i, 2

W ogélnym przypadku pierwiastki nie sa sprzezone.
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Réwnania algebraiczne

2. Rozwigzaé réwnanie
2+ (-1+)z+@2+i)=0.
Obliczamy A = —8 — 6i, VA = +(1 — 3i), wiec

C1-i+1-3

1—i—1+3i
7] = =
! 2

2

=1-2i, b =1
W ogélnym przypadku pierwiastki nie sa sprzezone.

Tak wiec réwnanie algebraiczne drugiego stopnia ma doktadnie
dwa pierwiastki, jesli przyjmiemy, ze pierwiastek podwdjny
(wystepujacy, gdy A = 0) liczymy dwa razy.
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Réwnania algebraiczne

Rozwazmy teraz réwnanie postaci:
anz" + a,,,lz"_l + -4+ ajz+a =0,

gdzie a, € Cdla k=0,1,...,nia, # 0. Takie réwnanie
nazywamy réwnaniem algebraicznym stopnia n.
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Algebraiczne réwnanie stopnia n o wspétczynnikach zespolonych
ma w ciele liczb zespolonych doktadnie n pierwiastkéw (kazdy
pierwiastek liczymy tyle razy, ile wynosi jego krotnosc).
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Réwnania algebraiczne
Rozwazmy teraz réwnanie postaci:
anz" + a,,,lz"_l + -4+ ajz+a =0,

gdzie a, € Cdla k=0,1,...,nia, # 0. Takie réwnanie
nazywamy réwnaniem algebraicznym stopnia n.

Twierdzenie (zasadnicze twierdzenie algebry)

Algebraiczne réwnanie stopnia n o wspétczynnikach zespolonych
ma w ciele liczb zespolonych doktadnie n pierwiastkéw (kazdy
pierwiastek liczymy tyle razy, ile wynosi jego krotnosc).

Dla przyktadu rozwigzaniami réwnania
zZ"—-1=0

sg pierwiastki stopnia n z liczby 1.
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Carl Friedrich Gauss
(1777 - 1855)

Gauss byt niezwykle
wszechstronny. Jego dokonania
obejmuja prawie wszystkie dziaty
matematyki, ale takze fizyki,
astronomii, czy geodezji.
Zasadnicze twierdzenie algebry
wykazat w 1799 w rozprawie
doktorskiej. W ksigzce
Disquisitiones arithmeticae
(1801) wprowadzit kongruencje.
Znane s3 m. in. prawo Gaussa,
krzywa Gaussa, krzywizna
Gaussa, metoda Gaussa,
twierdzenie Gaussa, . ...
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