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Przedstawimy tzw. analize wejscia-wyjscia jako narzedzie do badan ekonomicz-
nych. Stworzymy matematyczny model gospodarki, w ktérym mozna bedzie,
stosujac odpowiednie operacje matematyczne, uzyskiwaé wyniki, ktére nastep-
nie beda mogly by¢ zastosowane w Swiecie rzeczywistym. Ale matematyka zaj-
muje sie symbolami i operacjami na nich, a nie wielkoSciami rzeczywistymi,
jak wegiel, stal, pieniadze itp. Zatem pierwszym krokiem do stworzenia modelu
jest wybodr odpowiednich wielkoéci i ich matematyczne przedstawienie. Wazne
jest, aby pamiegtaé, ze to z koniecznosci wiaze sie z uproszczeniami. To, jakie
aproksymacje sa odpowiednie i dopuszczalne wynika w znacznej mierze z prze-
widywanego zastosowania modelu.

Model, ktéry przedstawimy, bedzie opisywal jeden aspekt gospodarki — jej
zdolnosé do produkcji rozmaitych débr. Nie bedzie wiec w nim odniesien do np.
transportu, bankéw, czy rzadu.

Wytwarzane dobra sa zazwyczaj produkowane przez wiele firm, a na ogét kazda
firma wytwarza tez rozmaite produkty. Podstawowe uproszczenie polega na tym,
ze zalozymy, ze gospodarka sklada sie z n galezi (przemystéw). Zalozymy tez,
ze wszystkie firmy wytwarzajace dane dobro robia to tak samo efektywnie, a
wiec nie ma potrzeby rozwazania ich osobno, tylko wspdlnie jako przemyst, np.
produkcja stali.

Przyjmiemy tez, ze kazdy przemyst wytwarza tylko jedno dobro, co jest niere-
alistyczne, bo np. przemyst chemiczny wytwarza tysiace rozmaitych produktéw.
Ale w modelu mozna np. rozpatrywaé osobno przemyst produkeji kwasu siarko-
wego i przemyst produkcji benzyny. To kwestia wyboru wiazaca sie z przewidy-
wanym zastosowaniem modelu. Nalezy jednak ciaggle pamietaé, jak znaczne sa
to uproszczenia.

Zaleta tworzonego przez nas modelu bedzie to, ze dopusci on interakcje rozma-
itych przemysléw w tym sensie, ze produkt jednego jest surowcem dla innego
przemystu, albo tez produktem konicowym, dla finalnego nabywcy.

Bedzie to model statyczny, tzn. zakladajacy, ze zadne strukturalne zmiany (np.
technologii lub cen) nie maja miejsca. To jest realistyczne, jezeli odnosimy sie
do raczej krétkiego okresu czasu (np. maksimum rok). Stworzenie modelu dyna-
micznego opisujacego rozmaite zmiany, jest bardziej skomplikowane.

Modele mozna tworzy¢ w ujeciu iloéciowym lub w ujeciu wartosciowym. Za-
czniemy od tego pierwszego.



Przeplywy w ujeciu iloSciowym

Przy tworzeniu modelu przyjmiemy, ze kolejne przemysty sa oznaczane liczbami
1,2,...,n, a wielkosci produktu globalnego przemystu j (w danym okresie) to
Q;. Liczba @; moze oznaczaé wielkos¢ fizyczng (tony, sztuki,...) lub pieniezna.
Przyjmiemy, ze sa to wielkosci fizyczne.

"Wyjscie” Q; przemystu j jest uzywane przez inne przemysty (w tym takze sam
przemyst j) lub sprzedawane odbiorcy koficowemu. Czesé sprzedawana bedziemy
nazywali produkcja koncowsg i oznaczali ¢;. W praktyce czeéé produkeji moze
by¢ magazynowana, ale w tym modelu to pominiemy.

Niech g; oznacza wielko$¢ produktu j zuzywanego przez przemyst k. Wtedy
mamy

Qi = qu + q2 + - + qn + @
Q2 = q1 + g2 + - + @ + @ (1)
Qn = qn1 + Qqn2 + + Gun + an

Te réwnania, nazywane bilansowymi (material balances), zbyt wiele nie przeka-
zuja. Przyjmijmy, ze g;i (wielko$¢ produktu j zuzywanego przez przemysl k)
zalezy od wyjscia Q) przemystu k, a dokladniej, ze gjr = a;,Qr, gdzie aji jest
wspoélezynnikiem proporcjonalnodei (tzw. wspdlczynniki technologiczne). Zatem
réwnania bilansowe przyjma postac:

Q1 = an@i + ap@Q2 + -+ 4+ a@Qn + @
Q2 = an@Q1 + an@2 + - + a@Qn + @
Qn = Qn1 Ql + anQQQ + - + aann + Adn

lub po przeniesieniu

1—-a11)Q1 - a12Q2 — - — a1n@n = @
—a21Q1 + (1—an)@Q2 — - — a2, Qn = @ (2)
_alel SRREHE an2Q2 e + ) (1_ann)Qn o qn

Uklad (2) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej. Niech A = [a;;] oznacza ma-
cierz wspélezynnikéw technologicznych. Wtedy macierza ukladu (2) jest I — A,
a wiec ukltad mozna zapisa¢ jako réwnanie macierzowe

(I-A)x=Db,

gdzie x = (Q1,Q2...,Q,)", b = (q1,¢2-..,qn)T. Macierz I — A nazywamy
macierzq Leontiewa lub macierzq struktury technicznej. Natomiast jej macierz
odwrotng M = (I — A)~! nazywamy macierzq wspétczynnikéw materiatochton-
no$ci lub macierzqg wspolczynnikow dodatkowego zapotrzebowania.

Zanim omoéwimy mozliwoéci wynikajace z tego modelu, opiszemy najpierw jak
mozna uzyska¢ wspo6lczynniki technologiczne. Dane dla pewnego okresu (np.
roku) zbiera sie w postaci tabeli, w ktérej kazdy wiersz odpowiada jednemu
przemystowi.



Produkcja | Produkcja zuzywana przez: | Produkcja
Przemyst ,
globalna 1 2 . n koncowa
1 @ qu Q12 - qin q1
2 Q2 g21 Qg2 - q2n a2
n Qn qn1 qn2 e dnn dn

Wspbélczynniki a;i, liczymy jako ilorazy

_ Gk

ajk
! Qx

W praktyce nie jest to proste, po pierwsze ze wzgledu na trudnoéé¢ uzyskania
danych w tej postaci. Nastepnie, w rzeczywisto$ci mamy rézne odmiany produk-
tow, a wiec trzeba to jako$ udrednié; trzeba tez uwzgledni¢ zmiany w zapasach
magazynowych, itd.

Wré6émy do mozliwych korzyéci ze stosowania tego modelu. Jesli np. znamy
zapotrzebowanie na poszczegdlne produkty dla pewnego przysztego okresu, to
wazna bedzie wiedza, jaka musi by¢ minimalna produkcja poszczegdlnych prze-
mystow, aby zapewni¢ dostateczna wielko$é¢ produktow koncowych.
Matematyczne przedstawienie problemu jest nastepujace. Przyszie zapotrzebo-
wanie opisujemy wektorem by = (q1,...,q,)", a produkcje wektorem wyjsé
x0 = (Q1,...,Qn)T. Sa to wektory kolumnowe, dalej traktowane jako macierze.
Przypusémy, ze zapotrzebowanie zmienia si¢ na b = bg + ¢, gdzie ¢ jest wek-
torem zmiany zapotrzebowania. Wektor produkcji zmienia si¢ na x = x¢ + 2,
gdzie z jest wektorem zmiany produkcji. Wtedy (I — A)x = b, czyli

(I — A)(XO + Z) = b() —+ C,

wiec

(I-A)xo+ (I—A)z=Dby+c,

i po redukeji (bo (I — A)xg = bg) mamy (I — A)z =c.

Zatem wyznaczenie wektora zmian odbywa sie na tej samej zasadzie, co obli-
czenie wektora produkc;ji.

Rozwazmy szczegdlny przypadek, w ktérym zmiana nastepuje tylko w jednej po-
zycji zapotrzebowania. Mianowicie przypusémy, ze j-te zapotrzebowanie zwiek-
sza si¢ o A. Wtedy ¢ = Ae;, gdzie e; jest zwyklym wektorem jednostkowym.
Niech M = (I — A)~! bedzie, jak poprzednio, macierza wspétezynnikéw dodat-
kowego zapotrzebowania. Wtedy z = Mc. Jezeli ¢ = Aej, to z = A\Me; = Amy,
gdzie m; oznacza j-ta kolumne macierzy M. A wiec gdy zapotrzebowanie na
produkt j zwigksza si¢ o A, to produkcja musi si¢ zmieni¢ z xg na x¢ + Amy;.
Wynika stad nastepujaca interpretacja elementéw macierzy M.

Whiosek 1 Aby zwiekszyé produkcje koricowq w dziale j o jednostke (AQ; =1)
nalezy zwiekszy¢ produkcje dzialu i o m;; jednostek (tj. Ag; = myj).

Przyklad. Dana jest tablica przepltywéw miedzygateziowych:



Zaklad nr | Produkeja | Przeplywy | Produkcja
globalna | g1 ¢jo  gj3 | kofcowa
1 250 25 70 30 125
2 350 100 105 75 70
3 300 50 35 60 155

Na podstawie tablicy

a) utworzy¢ macierz wspo6lezynnikéw technologicznych,

b) zinterpretowaé wspotczynniki aqo i ass,

c) wyznaczy¢ jak zmienia sie rozmiary produkcji koncowej, jezeli ilosci pro-
duktéw globalnych zaktadéw 1 i 2 wzrosly odpowiednio o 100 i 80 jednostek,
natomiast zakladu 3 zmalaly o 90 jednostek.

d) wyznaczy¢ wektor produkcji globalnej, jesli wektor wymaganej produkeji kon-
cowej wynosi (200, 150, 200)7.

Rozwigzanie.

a) Poniewaz a;, = g—:, wiec

25 10 30 0,1 0,2 0,1
NG T - o 04 03 0,25

oW W
350 350 300 0,2 0,1 0,2
b) a12 = 0,2 oraz age = 0,1, wiec do produkeji jednostki przemystu drugiego
potrzebne jest 0,2 jednostki przemystu 11 0,1 jednostki przemystu 3.

¢) Poniewaz ¢ = (I — A)z i z = (100,80, —90)7, wiec

09 -02 -0, 100 83
c=| -04 07 -025|-| 8 |=1] 385
-02 -0,1 08 —90 ~100

d) Poniewaz x = Mb, gdzie

1,37 0,44 0,31
M=(I-A)"'=]09 18 068 |,
0,46 0,33 141

oraz b = (200, 150, 200)7', wiec

1,37 044 0,31 200 401,8
x=109 18 068 |-| 150 | = | 595.6
0,46 0,33 1,41 200 424.9

Przeplywy w ujeciu warto$ciowym

Jezeli uklad gospodarczy sklada sie z n jednorodnych przemystéw i p; ozna-
cza jednostkowa cene wyrobu produkowanego w i-tym przemysdle, to wartosé
produkeji X; i wartodci przeptywéw x;; wynosza

Xi = Qip;
Lij = qijPi
Ti = ¢iPi



Liczbe

Tij _ GiPi _ P

X; Qi Up

nazywamy wspdlczynnikiem techniczno-finansowym. Okresla on niezbedna war-
to$¢ produktu wytworzonego w dziale ¢, ktory nalezy zuzyé w dziale j na wy-
tworzenie wartosci globalnej wynoszacej jedna jednostke pieniezna.
Matematyczna analiza modelu przeplywow w ujeciu wartosciowym jest analo-
giczna do analizy przeplywow w ujeciu iloSciowym. Jedynie macierz A wspoél-
czynnikéw technologicznych zastepujemy macierza B wspotczynnikéw techniczno-
finansowych.

bij =

Wyznaczanie cen produktéw przy pomocy modelu przeplywéw.

Jesli macierzg wspélczynnikéw technicznych jest macierz A = [a;;] 1 p; jest
cena jednostki produktu j, to koszt materialowy wyprodukowania tej jednostki
Wynosi

n
a1p1 + a2ip2 + *+* + GnjpPn = Zaijpi-
i=1

Cena powinna uwzglednia¢ takze robocizne i zysk. Gdy to uwzglednimy przyj-
mujac, ze jednostkowe koszty robocizny w przemysle j wynosza k; a jednostkowy
zysk zj, to otrzymamy zaleznosci

n
pj:Zaijpi+kj+zj dlaj=1,2,...,n.
=1

Jezeli jednokolumnowe macierze cen, kosztow, i zyskéw oznaczymy przez p, k
i z odpowiednio, to calo$¢ mozna zapisa¢ réwnaniem macierzowym:

p=Alp+k+az

Stad
I-AT)p=k+z,
p=I-A")"(k+2).

Przyktad. Dana jest macierz wspolczynnikéw technologicznych dla trzech wy-
twarzanych produktéw:

0,1 0,2 0,1
0,3 05 0,2
02 01 03

oraz wektory k (kosztéw jednostkowych) i z (zyskéw jednostkowych)

0,1 0,3
k=021, z=1|02
0,3 0,5

Wyznaczy¢ ceny produktdw.



Rozwigzanie. Mamy
p=I-A")"(k+2),

czyli
T —1
100 0,1 02 0,1 0,1 0,3
p=|1010|=]03 05 02 Alo2|+]o02]],
00 1 02 01 03 0,3 0.5
a zatem
s [33 25 13 0.4 1,44
p=—115 61 13]-|04|=] 174
U719 91 39 0,8 1,85

Macierze produktywne.

Naturalne jest pytanie, czy przy danej macierzy wspétczynnikéw technologicz-
nych mozna otrzyma¢ dowolny nieujemny wektor produkeji koncowej z odpo-
wiedniego nieujemnego wektora produkcji catkowitej. Zaczniemy jednak od pod-
stawowego pytania: czy istnieje chociaz jeden wektor produkcji catkowitej, przy
ktérym produkcja catkowita przewyzsza zuzycie produkcyjne?

Do formalnych zapiséw wprowadzimy oznaczenie:

x > y & kazda wspélrzedna wektora x jest wieksza od odpowiedniej wspot-
rzednej wektora y.

Uwaga: zapis x > 0 dla x € R" oznacza, ze wszystkie wspdlrzedne wektora x
sa nieujemne, i przynajmniej jedna jest dodatnia.

Definicja 1 Macierz A = [a;;] stopnia n o elementach nieujemnych nazywamy
macierzq produktywng jesli istnieje taki wektor x € R™ o nieujemnych wspot-
rzednych, ze odpowiadajacy mu wektor produkeji koncowej (I—A)x ma wszyst-
kie wspélrzedne dodatnie, czyli x > Ax.

Warunek produktywnosci mozna zapisa¢ w postaci:
IxeR" x>0Ax> Ax.

Twierdzenie 1 Jesli macierz A jest produktywna, to dla dowolnego b > 0
rownanie

I-Ax=b
ma nieujemne rozwigzanie.
Dla dowodu wykazemy najpierw lemat.
Lemat 1 Jesli macierz A jest produktywna i x > Ax, to x > 0.

Dow6d. Z zalozenia istnieje x takie, ze X > Ax. Ale Ax > 0 (poniewaz X > 0
ia;; >0), wigc x > 0. Przypusémy, ze x > Ax, ale x # 0. Niech

6 =inf{f : x+ 0% > 0}.

Niech x' = x + 6x. Wtedy x’ > 0, ale x’ musi mie¢ co najmniej jedng wspol-
rzedng, np. z1, réwng 0. Zarazem x’ = x+ 0% > Ax+0Ax > 0. A zatem musi
by¢ x1 > 0, sprzecznosc.



Whniosek 2 Jesli macierz A jest produktywna, to macierz I — A ma rzgd n, a
wiec jest nieosobliwa.

Dowéd. Jesli (I—A)x = 0, to takze (I— A)(—x) = 0. Z lematu wynika wtedy,
ze x > 0 oraz —x > 0, czyli x = 0.
D o w 6 d twierdzenia 1. Poniewaz I — A jest nieosobliwa, wiec rownanie

I-A)x=b
ma jednoznaczne rozwigzanie x. Ale b > 0, wiec x — Ax > 0, a wiec x > 0.

Whniosek 3 Macierz A jest produktywna wtedy, i tylko wtedy, gdy (I — A)~!
jest nieujemna.

Przyktad. Zbadaé, czy jest produktywna macierz

0,05 0,32 0,19
A=|02 01 035
027 0,12 0,1

Obliczamy:
1,33 0,54 0,49
I-A)t=]056 14 066 | >0,
0,47 0,35 1,35

a wiec macierz A jest produktywna.
Lemat 2 Jesli macierz A jest produktywna, to A™ — 0.

Dow6d. Z definicji macierzy produktywnej 3x* > 0 takie, ze x* > Ax".
Zatem dla pewnego A, 0 < A < 1, mamy

Ax* > Ax™,
wiec dla dowolnego n € N:
A'x* > ATx*,
skad wynika, ze A"x* — 0.
Jezeli x* = Y"1 | xfe;, to

n
A"x* = E x;A"e;,
i=1

przy czym kazdy sktadnik jest nieujemny, wiec Vi A"e; — 0.

Twierdzenie 2 Jesli macierz A jest produktywna, to szereg Z;O:O AF jest zbiez-
ny do (I — A)~L.

Dowéd. (I—A)(I+ -+ A") =1— A"! wiec
(L4 A7)~ (1 A) = (1 A) A

oraz

[T+ + A" = (T= AT < [@T—A)~] - A" —o0.



