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1 Podstawowe definicje

Niech dany bedzie zbiér X. X™ oznacza n-ta potege kartezjanska zbioru X, tzn zbior
XxXx--xX={(z1,22,...,25): xp € Xdlak=1,2,...,n}.

Definicja 1 Relacjg n-cztonows w zbiorze X nazywamy podzbiér p zbioru X".

Elementy x1,xs,...,z, spelniaja relacje p, gdy (z1,z2,...,2,) € p . W przypadku
relacji 2-cztonowej (binarnej) piszemy x1pxe zamiast (z1,22) € p.

Przyktady
1. W zbiorze X = {a, b, c,d, e} relacja

p ={(a,a),(a,b), (b,a)}
jest relacja binarna.
2. X = zbiér mieszkancéw Poznania. Relacja
(xpy) < (x studiuje na tej samej uczelni co y)

jest relacja binarng.

3. X = zbiér punktow plaszczyzny. Relacja trdjcztonowa:

((A,B,C) € p) & (A, B,C leza na tej samej prostej).

4. X =N zpy sz <y.

5. X =N; zpy<z|y.

W dalszym ciagu ograniczymy sie do relacji binarnych.

Poniewaz relacje binarne w X zostaly wprowadzone jako podzbiory X2, wiec okreslona
jest suma, iloczyn i uzupelnienie relacji. Mozna réwniez mowié¢ o zawieraniu sie relacji.
Specjalne znaczenie majg réozne wlasnosci relacji binarnych.

Definicja 2 . Méwimy, ze relacja p jest:

a) zwrotna, gdy Vr xpx;

b) symetryczna, gdy Y,y (zpy) = (ypz);

c) przechodnia, gdy Vx,y,z (xpy) A (ypz) = (xpz);

d) antysymetryczna, gdy Vz,y (zpy) A (ypz) = (v =1y9) ;

e) spdjna, gdy V,y (zpy)V (ypx).



Definicja 3 . Relacje , ktéra jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, nazywamy rela-
cjg rownowaznosci. Relacje , ktora jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia, nazy-
wamy relacjg porzgdkujgcq.

Mozna méwi¢ rowniez o relacjach miedzy réznymi zbiorami:

Definicja 4 . Podzbioér iloczynu kartezjanskiego X x Y nazywamy dwuczionowq relacjg
miedzy zbiorami X i Y.

Zwroémy uwage, ze wtedy pojecie funkcji staje sie szczegdlnym przypadkiem pojecia
relacji. Funkcja jest to relacja prawostronnie jednoznaczna.

Jeszcze uwaga na temat zapisu. Relacje miedzy zbiorami X i Y mozna zapisywaé w
postaci tablicy (lub macierzy). Wiersze tej tablicy odpowiadaja elementom zbioru X, a
kolumny — elementom Y. Jedli elementy = i y sa w relacji, to w odpowiednim miejscu
tablicy piszemy np. 1 (lub /).

2 Relacje ré6wnowaznosci

Relacje rownowaznosci klasyfikuja elementy zbioru wzgledem jakiej$ danej wlasnodci,
np. rownosci utamkéw, réwnolegltosci prostych na plaszczyznie, podobienstwa trojkatow,
réwnoéci wieku, réwnoéci wzrostu.

Relacje rownowaznosci oznaczaé¢ bedziemy ~ . Tak wiec aksjomaty maja postaé:

Rl. z ~x,
R2. x ~y=y~ux,
R3. x~yAy~z=z~ 2

Zbiér wszystkich elementéw z X réwnowaznych z x nazywamy klasqg rownowaznosci
elementu x i oznaczamy [z] :

[zl ={ye X |z ~y}
Element x nazywamy reprezentantem klasy [x].

Definicja 5 . Podziatem zbioru X na klasy nazywamy rodzing niepustych, parami roz-
tacznych podzbioréw zbioru X, ktorych suma wynosi X.

Twierdzenie 1 (zasada abstrakcji) . Niech X bedzie zbiorem, a p relacjg réwnowaz-
nosci w X. Wtedy dla dowolnych z,y € X :

1) zefy ex~y.

2) ] =lez~y

3) X =Upexlz].

4) =N [yl # 0 < [z] = [y].

Dowéd. 1) wynika z definicji.

2) (=)zez] =y, wigcz 1) z ~y. (<) jesli z € [z], to z ~ &, & ~ y, wiec z ~ y, tj.
z € [y]. Zatem [z] C [y]. Podobnie inkluzja odwrotna.

3) Jesli x € X, to z € [z] C Uzex(z], wiee X C Upexlz]. Inkluzja odwrotna jest
oczywista, bo [z] C X.

4) Niech z € [z] N [y]. Wtedy z ~ z, z ~ y, wiec © ~ y, tj. [z] = [y].



Twierdzenie 2 . Pomiedzy relacjami réownowaznosci w X a podziatami zbioru X na
klasy istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzgdkowanie.

Dowéd pomijamy.

Przyktad. Niech X = {1,2,3}. Rozpatrzmy podzialy:

K= {{1},{2}, {3}},

Ky = {{172}a{3}}7
K3 = {{173}7{2}7}7
Ky = {{273}7{1}}’

Ks = {{1,2,3}}.
Kazdy z tych podzialéw wyznacza pewna relacje réwnowaznosci. (Wypisad!)

Definicja 6 . Zbiér wszystkich klas réwnowaznosci relacji rownowaznosci ~ w zbiorze
X nazywamy zbiorem ilorazowym dla relacji ~ i oznaczamy X/ .

X/~ i=Alz] |z € X}.
W naturalny sposob okreslone jest tzw. przeksztalcenie kanoniczne :
m: X — X/, m(x) = [z].

Przyktady

1. Niech X — zbiér prostych na plaszczyznie, | ~ k < [ || k. Klasy réwnowaznosci tej
relacji to kierunki na ptlaszczyznie.

2. Niech X — zbiér wektoréw zaczepionych na plaszczyinie, (p' ~ ¢) < (p'i ¢ maja te
same wspOlrzedne). Klasy réwnowaznosci tej relacji to wektory swobodne.

3. Relacja przystawania modulo m w zbiorze Z:
r=ymodm& m|x—y.
Klasami réwnowaznosci tej relacji sa zbiory:
{-..,—2m,—m,0,m,2m,...},

{..,2m+1,-m+1,1,m+12m+1,...},

Kazda klasa jest wiec zbiorem liczb o postaci n + km, k € Z. Zbiér ten zawiera liczbe
rm(n), bedaca reszta z dzielenia n przez m. Te reszty to liczby 0,1,2,...,m— 1. Tworza
one pelny zbidr reprezentantéw klas réwnowaznosci {n + km}.

3 Relacje porzadkujace

Relacje porzadkujaca oznaczamy zazwyczaj symbolem <. Aksjomaty relacji porzadku-
jacej maja postac:

Pl. xz < x;



P2.oz<y hy<z=z=y.
Pl 2<y ANy<z=2<z

Pare (X, <) nazywamy zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym lub po prostu zbiorem upo-
rzgdkowanym . Jedli dodatkowo zachodzi:

P4 2<y Vy<z

to relacje nazywamy porzadkiem liniowym, a pare (X, <) zbiorem uporzgdkowanym li-
NnL0WO0.
Jedli z <y A y # z, to piszemy x < y. Zapis x > y oznacza, ze y < T.

Przyktady

1. Niech M bedzie dowolnym zbiorem, X = P(M), gdzie P(M ) oznacza zbior wszystkich
podzbioréw zbioru M. Okreslamy:

A< B& ACB.
Jest to porzadek, ale nie liniowy.
2. X = N;ym < n < m jest mniejsze lub réwne n.
3. X=Nym<nem|n

Relacje porzadkujace w zbiorze skonczonym mozna przedstawiaé graficznie za pomoca
diagramow Hasse’a. Elementy zbioru X oznacza si¢ punktami i fakt zachodzenia relacji
r < y oznacza si¢ na diagramie rysujac y wyzej niz x i taczac je ze soba, o ile miedzy
nimi nie lezy inny element zbioru.

Przyktlady
1. X ={1,2,3,4,6, 12}, relacja podzielnosci.
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2. X = P(M), relacja inkluzji, M = {1,2,3}.
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Wymienmy jeszcze niektére pojecia zwiagzane ze zbiorem uporzadkowanym (X, <). Niech
Y C X.




Definicja 7 . Element a € Y nazywamy elementem najmniejszym zbioru Y, jesli Yy €
Y a < y. Element a € Y nazywamy elementem minimalnym zbioru Y, jesli Vy €
Y (y < a) = (y = a). Element a € Y nazywamy elementem najwiekszym zbioru Y,
jesli Vy € Y y < a. Element a € Y nazywamy elementem maksymalnym zbioru Y, jesli
VyeY (a<y)= (y=a).

Przyklady

1. Zbiory Z,Q, R uporzadkowane przez < nie maja elementu minimalnego. W zbiorze N
istnieje element najmniejszy 1.

2. W zbiorze N uporzadkowanym przez relacje podzielnosci istnieje element najmniejszy
1. W N\ {1} nie ma elementu najmniejszego; elementem minimalnym jest kazda liczba
pierwsza.

3. Spoéjrzmy na diagramy Hasse’a wyzej. Z pierwszego odczytujemy, ze 1 jest elementem
najmniejszym, a 12 — najwiekszym. Z drugiego — ze () jest elementem najmniejszym,
a {1,2,3} — najwiekszym.

4 FYancuchy i antylancuchy

Podzbiér B zbioru A czesciowo uporzadkowanego przez relacje < nazywamy faricuchem,
jezeli relacja < ograniczona do B jest spdjna, tj. kazde dwa elementy z B sa poréwnywal-
ne. Inaczej moéwiac, (B, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym. Natomiast podzbiér
C zbioru A nazywamy antylaricuchem, jesli zadne dwa rdézne elementy z C' nie sg w
relacji.

Przyktad . Relacja < w zbiorze {a,b,c,d, e} jest okreslona tablica:

a b d
1 1 1
1

o Q0 T
— = =0
[ T e o)

(jak wyglada diagram Hasse’a tej relacji?). Lancuchy to {a,b,c,e}, {a,b,c}, {a,b},
{a,d, e} itd. (m.in. wszystkie zbiory jednoelementowe). Antylancuchami sa {b,d}, {c, d}
i wszystkie zbiory jednoelementowe.

Zaréwno tancuchy, jak i antylancuchy wygodnie jest znajdowaé¢ za pomoca diagramu
Hasse’a.

Miedzy tanicuchami i antytancuchami istnieje bliskie powiazanie, wyrazone twierdzeniem
Dilwortha i dualnym twierdzeniem Dilwortha. Podamy drugie z nich.

Twierdzenie 3 (dualne twierdzenie Dilwortha) . Niech (A, <) bedzie zbiorem cze-
Sciowo uporzgdkowanym, w ktérym maksymalna liczno$é laricucha (tj. liczba elementow
laricucha) wynosi n. Wtedy elementy zbioru A mozna podzieli¢ na n rozlgcznych anty-
tancuchow.

Dowéd (przez indukcje wzgledem n). Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste. Zakladamy
teraz, ze twierdzenie zachodzi, gdy maksymalna liczno$é¢ tancucha wynosi n — 1. Niech
(A, <) bedzie zbiorem czeéciowo uporzadkowanym, dla ktérego maksymalna licznosé



tancucha réowna jest n. Niech M oznacza zbiér elementéw maksymalnych. M jest niepu-
stym antylancuchem. Zbiér P\ M jest zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym, w ktérym
maksymalna licznoséé tancucha wynosi n— 1. Zatem P\ M daje sie przedstawié¢ w postaci
sumy

P\M:BlLJBQU"'UBn

roztacznych antytancuchéw. Wobec tego
A=MUBUByU---UB,,

co koniczy dowdd. o

Uwaga. Twierdzenie Dilwortha otrzymamy zamieniajac ze sobg stowa ”tancuch” i ”an-
tytancuch”. Stwierdza ono, ze jesli maksymalna licznoéé¢ antytancucha wynosi n, to zbiér
A mozna podzieli¢ na n rozlacznych tancuchéw.

Whniosek 1 . Niech (A, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzgdkowanym majgcym mn+ 1
elementow. Albo istnieje antylancuch skladajocy sie z m + 1 elementow, albo lancuch
sktadajgocy sie zn + 1 elementow.

Dowdéd. Przypusémy, ze maksymalna dlugosé tancucha k < n. Wtedy A da sie po-
dzieli¢ na k roztacznych antytancuchow. Gdyby kazdy antylancuch miat nie wiecej niz
m elementéw, to |A| < mk < mn, sprzecznosé. o



