Maciej Grzesiak
Instytut Matematyki Politechniki Poznanskiej

Funkcje dwoch zmiennych

1. Funkcje dwéch zmiennych: pojecia podstawowe

Definicja 1. Funkcja dwéch zmiennych okreslong na zbiorze A C R? o wartosciach
w zbiorze R nazywamy przyporzgdkowanie kazdemu punktowi ze zbioru A dokladnie
jednej liczby rzeczywistej. Piszemy f: A — R lub z = f(x,y). Wartosé funkcji f w
punkcie (x,y) oznaczamy f(x,y).

Przyktad. f(z,y) = 2y + sin(z + y).

Z definicji wynika, ze zbiér A na ktérym funkcja f jest okreslona (dziedzina funkcyi,
oznaczenie D) powinien byé¢ podany. Jezeli podany jest tylko wzér okreslajacy funk-
cje, to zbioér punktéw plaszezyzny dla ktérych ten wzér ma sens nazywamy dziedzing
naturalng funkcji.

Przyktady. Znalezé i narysowaé dziedziny naturalne funkcji:

1. z = /zy;

— T .
2. z = arccos 1y

3.z =In(1 — 2% — y?).

Definicja 2. Wykresem funkcji z = f(x,y) nazywamy zbidr:

{(x,y7z) GRS: (iE,y) EDf, Z:f(xay)}

Poziomicg wykresu funkcji f dla poziomu h € R nazywamy zbior:

{(z,y) € Dy = f(z,y) = h}.

Poziomica jest krzywa zawarta w dziedzinie funkcji.
Przyktady. Wyznaczyé poziomice danych funkcji i na ich podstawie naszkicowaé
odpowiednig powierzchnie w przestrzeni bedaca wykresem funkcji.
1. z=1%;
y
2.z = [z +[yl;
3.z = 2% + 9%

4 2= P

Wykresy wazniejszych funkcji dwéch zmiennych

1. Wykresem funkcji
z=Ax+ By+C

jest plaszczyzna. Jej wektorem normalnym jest [—A, —B,1] i przechodzi ona przez
punkt (0,0,C).
2. Wykresem funkcji

2= a(a® +y°)
jest paraboloida obrotowa, tj. powierzchnia powstala przez obrét paraboli z = ax
wokoét osi Oz.

3. Wykresem funkcji
2z =24/ R%Z— 122 —192

jest gérna (+) lub dolna (—) pdlsfera o srodku w poczatku ukladu wspédlrzednych i
promieniu R.



4. Wykresem funkcji
z=kyz?%+y?

jest stozek.

5. Wykresem funkeji z = g(z) lub z = h(y) jest powierzchnia walcowa utworzona
z wszystkich prostych przechodzacych przez punkty krzywej z = g(x) (odpowiednio
z = h(y)) na plaszczyZnie Ozz (odpowiednio Oyz) i réwnolegltych do osi Oy (odp.
Ozx).

2. Pochodne czastkowe funkcji dwéch zmiennych

Definicja 3. Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu (xo, yo)-
Pochodna czastkowa rzedu pierwszego funkcji f wzgledem x w punkcie (xo,yo) okre-
Slamy wzorem:

%(1’0, yO) déf lim f($0 + Ax’yO) - f(anyO)

ox Az—0 Ax

Inne oznaczenia pochodnej: f.(zo,y0), D1f(x0,Yo0)-
Analogicznie okreslamy pochodng czgstkowq funkeji f wzgledem y w punkcie (z, yo):
af def

tef . f(xo,y0 + Ay) — f(xo,v0)
ay o) = Ay

Inne oznaczenia tej pochodnej: fy,(xo,yo), Daf(zo,vo)-

7 definicji wynika, ze pochodne czastkowe obliczamy wedlug tych samych zasad, co
zwykle (mozna stosowaé wzory na pochodna sumy, iloczynu, itd.). Przy obliczaniu
pochodnej czastkowej funkcji f wzgledem x nalezy y traktowaé jak stata, a przy obli-
czaniu pochodnej czastkowej funkcji f wzgledem y nalezy x traktowaé jak stala.
Przyktady. Obliczy¢ pochodne czastkowe rzedu pierwszego:

1.z = 23y — zy3;

2
2. 2= % + L
3.z =In(z + /22 + y?);
4. z = aY;
5.z =arctg £.

Jezeli pochodne czastkowe rzedu pierwszego istniejg dla wszystkich punktéw pewnego
zbioru A, to w tym zbiorze mozna rozpatrywacé funkcje pochodne. Obliczajac pochodne
czastkowe tych funkeji otrzymamy pochodne czgstkowe drugiego rzedu. Dokladniej,

okreslamy:
o’ f det (O (Of
ox2 (z0,90) = oz \ oz (w0, o),

62f a (of

m <8x (&g)) (20, %0),
i(m ) < ﬁ % (m )
ayax 0,Y) = ay O 0,Y0),

82
P w0000 < (L (22 o, o)
By Lo,Yo) = ay \ By 20, Y0)-

Inne oznaczenia tyCh pOChOdIlyCh: fww (J)O, ?JO)’ fly (x07 yO)a fyz (.730, y0)7 fyy (.fo, yo) lub
D11 f(0,90), Di2f(z0,90), D21f(z0,90), D22f(0,%0)-
Twierdzenie 1. (Schwarza o pochodnych mieszanych) Jezeli pochodne czgstko-

we O f /0xdy, 0% f/0ydx sq ciggle w punkcie (xq,yo), to sq réwne, tj.

910y Zo,Yo) = Byd Zo,Y0)-

o
]
N

(w0, 90)

o
N



Przyktady. Obliczy¢ pochodne rzedu drugiego:
1. z = cos?(2x + 3y);

9 = z+ty.
. Ty
— Tty
3. 2 = arctg Ty

3. Roézniczka funkcji dwéch zmiennych

Niech dana bedzie funkcja z = f(x,y) i punkty Py(zo,yo), Pi(z1,y1) nalezace do Dy.
Przyrosty argumentéw funkcji to Az = x1 —x9 i Ay = y1 — yo. Nazywa sie je réwniez
rézniczkami i oznacza dx, dy. Natomiast dla wartosci funkcji ” przyrost” i ”rézniczka”
oznaczaja cos innego:

Af = f(zo+ Az, yo + Ay) — f(x0,%0),

7] 0
4f = 5F o0, 0) do -+ 5 (20, 30) .

Rézniczka df (oznaczana takze dz) jest funkcja czterech zmiennych: xg, yo, dz, dy.
Przyktad. Obliczyé przyrost Af i rézniczke df, gdy f(z,y) = 2%y — x + 1, w punkcie
Py(2,2) dla przyrostéow: a) de =dy =1; b) de =1,dy = —1; ¢) de =dy =0, 1.
Przyklady. Napisa¢ wzér na rézniczke dla funkcji

1. z = arctg %;

2. z = e siny.

Zastosowanie rézniczki do obliczen przyblizonych

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja f ma ciggle pochodne czgstkowe pierwszego rzedu w
(x()ay()); to

f(xo + Az, yo + Ay) = f(x0,y0) + df (2o, yo)(Az, Ay),

przy czym blad 0(Ax, Ay) tego przyblizenia dezy do 0 szybciej niz \/Ax? + Ay?.
Jezeli maksymalne bledy pomiaréw wielkosci x,y oznaczymy A,,A,, a A, bedzie

maksymalnym bledem obliczen, to

Yo

of of
A= ’ax’AZ—k’ay‘Ay.
Przyktad. Kat ¢ pod jakim widzimy drzewo zmierzony z doktadnoscia 0,01 radiana
jest réwny /4, a odleglo$é d miejsca pomiaru od pnia drzewa zmierzona z dokladno$cia
Ag = 0,1 m jest réwna 30 m. Z jaka dokladnoscia mozemy obliczyé wysokosé tego
drzewa?
Rozwigzanie. h = dtg o = 30 m. Dokladno$¢:

e[

h d 30
A, =tgp- A — A, =1-0,1+—-0,01=0,7.
od dp| ¥ &% d+cosz<p v ’ +0 5 ’

b

4. Pochodna kierunkowa i gradient funkcji

Definicja 4. Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu (xo, yo)
i niech U = (vg,vy) bedzie wektorem jednostkowym. Pochodna kierunkows funkcji f w
punkcie (o, yo) w kierunku U okreslamy wzorem:

of def . f(mo +tvg, yo + tvy) — f(0,%0)
%(ﬂfo,yo) = }g% ¢ :




Pochodng kierunkowa mozna traktowaé jak uogélnienie pochodnej czastkowej, bo jesli
= (1,0), to

of _of
v ox’
a jesli = (0,1), to
of _of
v Ay
Do obliczania pochodnej kierunkowej stosujemy wzoér:
of _of of
a5 = %vw + a—yvy.

Jesli o oznacza kat jaki wektor ¥ tworzy z osia O, to v, = cos, vy = sina. zatem

g—a—fcos +gsin
87 ox AT Gy P

Definicja 5. Gradientem funkcji f w punkcie (xo,y0) nazywamy wektor okreslony
wzorem:

grad f(zo, yo) o (g;(anyO)7 gngc(fcmyo)) .

Gradient oznacza sie tez uzywajac symbolu V, nazywanego nabla.'
grad f =V f
Przy uzyciu pojecia gradientu wzor na pochodna kierunkowa przyjmie postaé:
9 S
or =grad f o i_,

ov |0

Zatem pochodna kierunkowa jest iloczynem skalarnym gradientu i wersora o kierunku
wektora .

Przyktad. Znalezé pochodna kierunkows funkcji z = 222 — 3y? w punkcie P(1,0) w
kierunku, ktéry z osia Oz tworzy kat %7?.

Rozwigzanie. Mamy
% =4z, % =4,
ox 0z ) p

2 (Z) -
dy 9 ) p
2 1 . .2 V3
Cos @ = €os 3T =5 sina=singm=—_-,
wiec
0z 1 V3

Fe =4 (-5)+0 =2

Przyktad. Znalezé gradient funkcji z = 23 + y3 — 3xy w punkcie P(2,1).

Rozwigzanie. Mamy
9z _gp2 _ 3y, 9z =9,
oz oz 2.1)
9z _ 3y* — 3, (az) = -3,
Ay W/ (2

grad f = (9, —3).

wiec

1 Nazwa pochodzi od greckiego wyrazu okreslajacego hebrajska harfe o podobnym ksztalcie.
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Znajdziemy teraz wektor v wyznaczajacy kierunek, w ktérym pochodna ma najwieksza
wartos¢. Mamy:

af 0l

-~ =Vfo—= =|Vf|-cos(Vf,¥
a wiec maksymalna warto$é wynosi |V f| i jest osiagana wtedy, gdy cos(V f,v) = 1,
czyli gdy wektor ¢ ma kierunek gradientu. Mamy wiec wniosek.

Whiosek 1. Gradient wskazuje kierunek najszybszego wzrostu warto$ci funkcji. Szyb-
kos¢ wzrostu funkcji f w punkcie (x,y) jest dlugo$cig wektora (grad f)(z,y).

5. Ekstremum funkcji dwéch zmiennych

Tak samo jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, maksimum i minimum funkcji sa
pojeciami lokalnymi, tzn. odnoszacymi sie¢ do zachowania funkcji w pewnym matym
otoczeniu punktu.

Definicja 6. (minimum lokalnego) Funkcja f ma w punkcie (zg,yo) minimum, je-
zeli istnieje otoczenie tego punktu takie, Ze dla dowolnego (x,y) z tego otoczenia za-
chodzi nieréwnosé

f(z,y) > f(xo,y0)-

Jezeli powyzsza nieréwnosé jest ostra, to minimum nazywamy wlasciwym.

Definicja 7. (maksimum lokalnego) Funkcja f ma w punkcie (zg,yo) maksimum,
jezeli istnieje otoczenie tego punktu takie, ze dla dowolnego (x,y) z tego otoczenia
zachodzi nieréwnosé

f(@,y) < f(2o,v0)-

Jezeli powyzsza nieréwnosé jest ostra, to maksimum nazywamy wlasciwym.

Przyklady. 1. Funkcja f(z,y) = 5 — 2* — y? ma maksimum réwne 5 w punkcie (0, 0).
2. Funkcja f(x,y) = 222 —y? nie ma ekstremum w punkcie (0,0), bo £(0,0) = 0, ale w
dowolnym otoczeniu punktu (0, 0) sa punkty, w ktérych warto$é¢ funkcji jest dodatnia
(sa to punkty osi Ox), i sa punkty, w ktérych wartosé funkeji jest ujemna (punkty osi
Oy).

Twierdzenie 3. (warunek konieczny istnienia ekstremum) Jezeli funkcja f(x,y)
ma pochodne czgstkowe w punkcie (xg,yo) ¢ ma w tym punkcie ekstremum, to

0 0
aii(x()?yo) = 07 %(xo,yo) =0. (1)
Zatem punkty, w ktérych moze byé¢ ekstremum znajdziemy rozwiazujac uktad rownan
of of
o =0, =0. 9
o @) =0 5, @) 2)

Rozwiagzania ukladu (2) nazywamy punktami stacjonarnymi lub krytycznyms funkeji.

Twierdzenie 4. (warunek dostateczny istnienia ekstremum) Jezeli funkcja f(z,y)
ma w pewnym otoczeniu punktu P(xq,yo) ciggle pochodne czgstkowe drugiego rzedu,
przy czym

0 0
aii(x()vyo) = 07 875(3;073/0) = 0;

oraz

3*f 0% f
P ) L
H(zo,yo) = | 2500 ¥0)  aggy(io o)

52 >0,
Wf)fy(fﬂmyo) aT,'g(fﬂo,yo)

to funkcja f(xz,y) ma w punkcie Py(xo,yo) maksimum wlasciwe, gdy 327];(:1:0,1/0) <0,

2
a minimum wiladciwe, gdy %(zo, yo) >0



Wyznacznik H(z,y) nazywamy hesjanem.

Przyklady. Znalezé ekstrema funkcji:

1.z = e*7Y(2? — 22).

Wyniki: Punkty stacjonarne: P;(0,0), Po(—4,—2). W P; nie ma ekstremum, w P jest
maksimum.

2. 2 = 2% + 3zy? — 30z — 18y.

Wyniki: Punkty stacjonarne: Py(3,1), P»(1,3), Ps(—1,—3), P4(—3,—1), hesjan H(z,y) =
36(2? — y2). W Py jest minimum (réwne -72), w Py i P3 nie ma ekstremum, w P; jest
maksimum (réwne 72).

3. z=2%+ 2y +y? — 2o — y (minimum réwne -1 w (1,0)).

4. Na plaszczyznie Ozy znalezé punkt dla ktorego suma kwadratéw odlegtosci od trzech
prostych 2 =0, y =01z — y+ 1 = 0 jest najmniejsza. (Odp.: P(—1, 1))

5. Znalez¢ wymiary a, b, ¢ prostopadloécianu o ustalonej objetosci V', ktéry ma naj-
mniejsze pole powierzchni catkowite;j.

6. Metoda najmniejszych kwadratéw

W naukach doswiadczalnych istotne jest wyznaczanie zaleznosci miedzy réznymi wiel-
ko$ciami na podstawie wynikéw pomiaréw. Mozna to robi¢ rozmaicie. Naturalnym
odruchem jest poszukiwanie w miare prostych zaleznosci miedzy wielkoSciami. Na
przyklad w pewnym eksperymencie mierzymy jednocze$nie dwie wielkosci fizyczne
z i y. Wynik n pomiaréw, to zbior par

{(x1,91), (2, 92), s (Tns Yn) }-

Zmienng x traktujemy jako niezalezna i przypuszczamy, ze wartos$¢ drugiej zmiennej
y jest funkcja liniows z, tj. y = ax + b.

Gdyby punkty byty tylko dwa, to prosta bylaby okre$lona jednoznacznie, bo wspdl-
czynniki a, b obliczylibyémy z uktadu

ary + b =y
ars + b = ys.

Przy wigkszej liczbie, np. n punktéw, uklad

ar1 + b =
ars + b Y2
ar, + b =y,

bedzie na ogdt sprzeczny.

Nie bedziemy wiec szukaé¢ rozwiazania, ale liczb a,b dla ktorych powyzszy uktad jest
”jak najmniej” sprzeczny.

Szukamy a i b takich, ze wyrazenie

n

S(a,b) = (yx — awy —b)?

k=1

ma najmniejsza wartos¢. Aby znalez¢ minimum funkcji obliczamy pochodne czastkowe

oS -

% = —QZ(yk—a.’I}k—b) - Tk
k=1

oS -

i —2;(yk—axk —b).
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Przyréwnujac je do zera otrzymujemy uktad

NgE

TeYk
' (3)

Yk

iz

M:\T

el
Il

1

z ktérego mozemy obliczy¢ a i b, a wiec wyznaczymy punkt krytyczny funkeji S(a, b).
Bardziej zwiezly zapis uzyskamy wprowadzajac oznaczenia

1 n
w2
1 n
E;yk’

a wiec Z, ¥ sa Srednimi arytmetycznymi wynikéw pomiaréw.
Uklad (3) zapisujemy teraz jako

S]]
Il

|
I

n n
a x% +bnx = > Tryk
=1 =1 (4)
anZ+bn = ny

Rozwiazania tego ukladu (otrzymane np. przy pomocy wzoréw Cramera) zapisuje sie
zwykle w postaci

n
Z LYk —NTY
a = 7n
> a3 — na?
k=1
b = y—ax.

Para (a,b) okresla punkt stacjonarny funkcji S.

Mozna standardowo (obliczajac hesjan) sprawdzié¢, ze w tym punkcie funkcja ma rze-
czywiScie minimum. Zatem y = ax + b jest szukana zaleznoscia.

Ze wzgledu na wzér na S taki sposéb wyznaczania zaleznosci nazywamy metodg naj-
mmniejszych kwadratow.

Przykltad. Metoda najmniejszych kwadratéw znalezé rownanie prostej, ktora najlepiej
przybliza dane:

&
—
o
w
W~

<
Do
P~
ot
-~

N‘U‘
<
Il
vl
NS
8
=D
Il
w
S
NS
$
<
S

|
o
<o
i
=
@
a

Rozwigzanie. Obliczamy T =

Réwnanie prostej to y = %x + %

Metoda najmniejszych kwadratéw zostata wprowadzona na poczatku XIX wieku. Opie-
ra sie na postulacie Legendre’a. Mozna go sformulowaé nastepujaco.

Wartoscig najbardziej prawdopodobng, otrzymang z szerequ wynikow tak samo doklad-
nych pomiarow, jest taka, od ktérej obliczone odchylenia tych wynikéw, po podniesieniu
do drugiej potegi © zsumowaniu dajg wielko$é najmniejszq z mozliwych.
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7 postulatu Legendre’a wynika, ze najbardziej prawdopodobna wielkoécia z szeregu
jednakowo dokladnych pomiaréw jednej wielkosci jest ich Srednia zwykta. W przy-
padku pomiaréw niejednakowo dokladnych postulat ten brzmi podobnie, stosuje si¢
jednak do odchylen réwnowazonych ,wagami”, tj warto$¢ ma tym wieksza wage im
bardziej doktadny jest pomiar. W tym przypadku najbardziej prawdopodobna okazuje
si¢ wielko$¢ zwana Sredniag wazona.

Omoéwilidémy tu najprostszy przypadek: wyznaczanie ”"najbardziej pasujacej do danych”
funkcji liniowej. Mozna w analogiczny sposéb wyznaczaé¢ najlepiej pasujaca funkcje
kwadratowa, lub wielomian wyzszego stopnia. Historycznie, jednym z pierwszych za-
stosowan tej metody bylo wyznaczenie przez Gaussa w 1801 roku orbity planetoidy
Ceres.

7. Funkcje uwiklane

Jezeli réwnosé f(xz,y) = 0, gdzie f(x,y) jest rézniczkowalng funkcja zmiennych z, y
okredla y jako funkcje x, to pochodna tej funkcji uwiklianej mozna obliczyé¢ ze wzoru

dy _ filew)
e = filey) (5)

pod warunkiem, ze f, (z,y) # 0.
Pochodne wyzszych rzedéw znajdujemy rézniczkujac kolejny raz wzor (5)
Przyktad. Obliczy¢ 92 i ©4 gdy

(22 +92)° =32 +42) +1=0.
Rozwigzanie. Oznaczajac lewa strone przez f(x,y) obliczamy pochodne czastkowe:
fala,y) = 6x((2® +y%)* - 1),

fylz.y) = 6y((@® +9%)* - 1).
Stosujac wzor (5) otrzymujemy

dy _ felw,y) @

de — fl(z,y) y

Aby obliczyé¢ druga pochodna rézniczkujemy te pochodng wzgledem x, uwzglednia-
jac, ze y jest funkcja x:

d ([ x\ l-y—x%_ y—a(=5) y? + 2?2
dz '

Y

y2 - y2 - y3

Ogdélny wzér na druga pochodng ma postaé:

Py L) 20 f + f(£)? (©)
da? (fy)? '

Ekstremum funkcji uwiktanej

Ekstremum moze wystapi¢ w punktach dla ktérych % = 0. Uwzgledniajac wzor (5)

otrzymujemy warunki:
f@,y) =0, fo(z,y)=0, [ (z,y)#0. (7)

7 powyzszych rownosci obliczamy x, y. Maksimum wystapi, gdy g% < 0, a minimum
2
gdy fing > 0. Postuzymy sie wzorem (6), ktéry przy warunkach (7) przyjmie postaé
Uproszczona
d2y "

T

dz2 — f1

8



foe
Iy
Przyklad. Znalezé¢ ekstrema funkcji uwiklanej zy? — 22y = 2.

Rozwigzanie. Obliczamy:

Zatem gdy J;ZIE:I < 0, to mamy minimum, a gdy
Y

> 0, to mamy maksimum.

fo=vy>=2xy, f,=2zy—2a> [l =-2.

Najpierw rozwiazujemy uktad f(z,y) =0, f.(z,y) =0, tj.

zy? -2y = 2
y? —2xy = 0

Otrzymujemy x = 1, y = 2. Sprawdzamy teraz, czy f; jest rézna od 0:
fi(1,2)=2-1-2-1> =3 #0.

1"
e
7

Nastepnie badamy znak utamka

590(12)—_4<0
7 T

Zatem dla x = 1 funkcja y ma minimum réwne 2.




