Maciej Grzesiak

Wielomiany

1. Pojecia podstawowe

Wielomian definiuje sie w szkole sredniej jako funkcje postaci
f@x)=ao+ a1z +asx+ ...+ aza”
Dogodniejsza z punktu widzenia algebry jest nastepujaca definicja.

Definicja 1. Niech K bedzie cialem. Wielomianem jednej zmiennej o wspdlczynnikach z K
nazywamy kazdy ciag f = (ag, a1, as,...), gdzie wyrazy ciagu f sa prawie wszystkie réwne 0
(tzn. istnieje takie n, ze a,, = 0 dla m > n).

W zbiorze wielomianéw wprowadzamy dziatania:
f+9=1(ag,a1,a2,...)+ (bo,b1,ba,...) = (ag + bo,a1 + b1,as + ba,...)
fg = (agbo, agb1 + a1bo, agbs + a1by + azby, . ..)
Po wprowadzeniu oznaczen:
(0,0,0,...)=0, (1,0,0,...) =1, (0,1,0,...) =X
widzimy, ze
(0,0,1,0,...) = X?, (0,0,0,1,0,...) = X3 itd.
Mozemy wobec tego napisaé:
f=(ap,a1,a2,...,an) =ap + a1 X + a2 X + ...+ a, X"

i wtedy dzialania na wielomianach mozna wykonywaé tak, jak to sie robito w szkole Srednie;j.
Jak wida¢, zmienna X, ktora pojawia sie w zapisie, pelni role czysto formalna — utatwia
zapis wielomianu i wykonywanie dzialan na wielomianach.
Kazdemu wielomianowi o wspélczynnikach z K mozna przyporzadkowaé funkcje wielomia-
nowg f: K — K :

Ksr—at+aiz+...+a,2" € K.

Element ag + a1z + - - - + apx™ nazywaé bedziemy wartoscig wielomianu w punkcie x € K.
Rozréznienie miedzy wielomianami a funkcjami wielomianowymi nie jest tylko formalizmem.
Czasem dwa rézne wielomiany okreslaja te sama funkcje. Np. wielomiany 1+ X oraz 1+ X3
wyznaczaja te sama funkcje w ciele Zs:

0—1, 1—-2, 2—0.
Jednak dla ciata R lub ciata C odpowiednio$¢:
wielomian — funkcja wielomianowa

jest wzajemnie jednoznaczna.

Zbiér wszystkich wielomianéw jednej zmiennej o wspotczynnikach z K oznaczamy przez
K[X].

Stopieri wielomianu f, tzn. najwieksza z liczb n, dla ktérych a, # 0, bedziemy oznaczali
przez deg f. Przyjmujemy, ze deg0 = —oo. Latwo zauwazy¢, ze

deg(f + g) < max(deg f,degg),
deg(fg) = deg f + degg.



2. Dzielenie wielomianéw

Definicja 2. Niech f,g € K[X]. Méwimy, ze w K[X] jest wykonalne dzielenie z resztq
wielomianu g przez wielomian f, gdy istnieja takie wielomiany ¢,r € K[X], ze g = fq +r,
przy czym degr < deg f.

Wielomian f nazywamy wunormowanym, jezeli f # 0 i jego najwyzszy wspélczynnik jest
réwny 1.

Twierdzenie 1. Jezeli f € K[X] jest wielomianem unormowanym, a g € K[X] dowolnym
wielomianem, to w K[X] jest wykonalne dzielenie z resztq g przez f.

Dowé6d. Twierdzenie jest prawdziwe gdy degg < degf (wtedy ¢ = 0, r = g). Niech
m = degg,m > n,n = deg f. Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wielomianu g
stopnia mniejszego niz m. Niech teraz degg = m i niech g — b,, X™ " f = h. W wielomianie
h wspélczynnik przy X™ jest rowny 0. Stad degh < m. Na mocy zalozenia indukcyjnego
istnieja takie q,r € K[X], degr < n, ze h = fq+ r. Wobec tego g = b, X™ "f + h =
by X™ " f + fg+1r = (b X™ ™+ q)f + r, co nalezalo wykazaé. o

Przyktad. Obliczy¢ ilorazy i reszty z dzielenia:
L(X*+4X3+ X2+ aX +1): (X2+ X 1)

2. (BX5 — X 4+ X2+ 7X%2 - 6X+8): (X3 -X+2)
32X - X242X-3): (X -1)

4. (123422 —1+43i): (2 — 2i)

Definicja 3. Wielomian d(X) nazywamy najwickszym wspdlnym dzielnikiem (nwd) wielo-
mianéw f(X) i g(X) jesli

1. d(X) dzieli zar6wno f(X) jak i g(X),

2. kazdy wielomian dzielacy f(X) i g(X) jest dzielnikiem d(X),

3. d(X) jest unormowany.

Ostatni warunek jest po to, aby nwd byl jednoznacznie okreslony.
Najwiekszy wspélny dzielnik mozna wyznaczy¢ stosujac algorytm Fuklidesa.

Opis algorytmu Euklidesa.

Niech P = Z lub P = K[z]| (K — cialo), i niech a,b beda dowolnymi elementami piericienia
P. Algorytm Euklidesa znajdowania najwigkszego wspdlnego dzielnika nwd(a,b) polega na
wykonywaniu kolejnych dzielen:

a = bg+nr
b = rig+r
L = T2q3+Ts3

Tn—2 = Thn-1Gn + Tn

Tn—1 = TnQnt1
dopoki nie uzyskamy reszty 0.

Ostatnia niezerowa reszta to wlasnie nwd(a, b).
7 algorytmu wynika dodatkowo, ze istnieja elementy s,t € P takie, ze

nwd(a,b) = sa + tb.
Przyklad. Wyznaczy¢ w pierscieniu R[X] najwigkszy wspélny dzielnik d(X) wielomianéw
FX)=X"4+ X4+ X3+ X2+ X +1ig(X)=X*+ X% +2X2 4+ X + 11 przedstawi¢ go w
postaci d(X) = a(X) f(X) + b(X)g(X).
(Odp. d(X)=2(X?+ X +1)id(X)=(X+1)f(X)+ (—X? - X + 1)g(X)).
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3. Obliczanie wartosci wielomianéw

Oméwimy teraz problem obliczania wartosci wielomianéw. Niech f € K[X],

f(X)=an X"+ an1 X"+ + a1 X + ao.
Aby obliczy¢ wartosé f(xq) dla jakiego$ xop € K, mozna obliczaé¢ kazdy czlon osobno i potem
dodaé. Wymaga to j mnozen do obliczenia j—tego skladnika, czyli 14+24---+n =n(n+1)/2
mnozen oraz n dodawan. '
Poprawimy efektywnosé, jesli bedziemy wykorzystywaé juz obliczone wartosci liczac :E{)'H =
zozd. Wtedy wymaga to 2n — 1 mnozen oraz n dodawar.
Jednak najbardziej efektywny sposob znajdziemy piszac wielomian w postaci zagniezdzonej:

f(CUo) = ( " ((an% + anfl)xo + Gp_2)To+ - ) To + agp-

Ten schemat postepowania (schemat Hornera) wymaga tylko n mnozen oraz n dodawar.
Schemat ten zapisujemy nastepujaco:

Qn, Gn—-1 An-2 cee a1 ao
ab,, ab,_1 -+ aby ab;
20 | bn=0n byt by - b1 bo= f(xo)

Liczby by, pojawiajace sie po drodze sa wspélczynnikami ilorazu z dzielenia f(X) przez X —zo:
FX) = (0o X" b1 X2 4 oo+ 5o X 4 b1) (X — x0) + bo,

gdyz poréwnujac wspélczynniki po lewej i prawej stronie otrzymujemy uktad réwnodci:

bn = an
bp—1 —bpzo = an_1
b2 - b3$0 = az
bl — bg.%‘() = ai
bo —bizg = ao,
czyli:
b, = a,
bp—1 = bpTo+ an—1
by = bzxg+as
bl = bQCCO “+ a1
bo = bldfo + agp.

A wiec wielomian ¢ = b, X" ™1 4+ b, 1 X" 2 + ... + by X + by jest ilorazem z dzielenia f(X)
przez X — xg.
Whiosek 1. (twierdzenie Bézout) Reszta z dzielenia f(X) przez X — xg wynosi f(xo).

Przyktad. Obliczymy f(3) dla f(X) = X® +4X* +3X3 —2X + 1.

14 3 0 -2 1
3 21 72 216 642
31 7 24 72 214 643

Zatem f(3) = 643.

Jednoczeénie widzimy, ze dzielac f(X) = X5 +4X*+3X3 —2X +1 przez X — 3 otrzymujemy
q(X) = X"+ 7X3 4+ 24X% + 72X + 214 i reszte 643.
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4. Pierwiastki wielomianéw

Element ¢ € K jest pierwiastkiem wielomianu f € K[X], jesli f(a) = 0.

Twierdzenie 2. Element ¢ € K jest pierwiastkiem wielomianu f € K[X] wtedy i tylko
wtedy, gdy f jest podzielny przez (X — c).

Dowd6d. (=) Namocy twierdzenia 1 f = (X —c¢)q+r, degr < 1, czyli r jest stala. Poniewaz
fle) =0, wiec 0= f(c) = (¢ — ¢)q(c) + r. Stad r = 0. («=) Odwrotnie, jedli f = (X — ¢)g, to
f(e) = (¢ —¢)q(c) = 0, co konczy dowdd twierdzenia.

Definicja 4. Jezeli f = (X — ¢)Fq, gdzie q(c) # 0, to ¢ nazywamy k-krotnym pierwiast-
kiem wielomianu f. Elementy ciala K nie bedace pierwiastkami wielomianu f nazywamy
0-krotnymi pierwiastkami wielomianu.

Przyklad. Kazdy pierwiastek niezerowego wielomianu ma jaka$ krotno$¢ nie wieksza niz
deg f, gdyz wielomian stopnia n nie moze byé¢ podzielny przez (X — ¢)* dla k > n.

Twierdzenie 3. Niech f € K[X], f # 0, i niech ¢1,ca,...,c, beda réznymi pierwiastkami
wielomianu f o krotnoSciach myi,ma, ..., my,. Wielomian f mozna przedstawié¢ w postaci

f=X-—a)" (X =)™ (X —cn)™ - hy 1)
gdzie h jest pewnym wielomianem.

Dowéd mozna przeprowadzi¢ przez indukcje wzgledem n. Latwe szczegdly pomijamy.

Whiosek 2. Jezelicy, ..., ¢, sq réznymi pierwiastkami wielomianu f € K[X] o krotnosciach
odpowiednio my,...,my, , to

mi+ -+ my, <m,
gdzie m = deg f.

Dowéd. Istotnie stopien wielomianu (1) jest réwny my + --- + m,, + degh, a deg f = m,
wiec mi + ... +my Fm. O

Twierdzenie 4. (wzory Viete’a) Niech f € K[X|, gdzie K jest cialem. Jezeli
[(X) =a, X" + an a1 X" P+ a1 X +ag

1C1,C2,...,Cn S¢ TOZNYMI pierwiastkami wielomianu f, to

n
_ Gp—1

E Ck = — a )

k=1 "

Dow6d. Wystarczy przedstawi¢ wielomian f w postaci
f=an(X —c1)(X —c) - (X —cp)

wymnozy¢ i poréwnaé z pierwotng postacia.



5. Pierwiastki z jednoS$ci

Definicja 5. Pierwiastkiem stopnia n z elementu b € K nazywamy kazdy pierwiastek dwu-
mianu X" — b.

Kolejne twierdzenie pokazuje specjalng role pierwiastkéw z jednosci.

Twierdzenie 5. Niech element a € K bedzie pierwiastkiem stopnia n z elementu b € K,

b # 0, i niech €1,€9,...,&, bedg wszystkimi pierwiastkami stopnia n z 1 w K. Wowczas
elementy €1a,e2a. .., era sqg wszystkimi pierwiastkami stopnia n z elementu b.
Dowo6d. Przede wszystkim elementy €;a dla i = 1,...,r sa pierwiastkami stopnia n z ele-

mentu b poniewaz (g;a)" = el'a™ = 1-a™ = b. Ponadto, jesli a; jest dowolnym pierwiastkiem
stopnia n z b, to aja~! jest pierwiastkiem stopnia n z 1, gdyz (a1a=1)" = a}(a™) "t = bb~! =
1. Wobec tego aja™! = ¢; dla pewnego i = 1,...,r, a stad a; = ag;, co konczy dowdd. g
Oczywiscie, jesli w powyzszym twierdzeniu g; # €; dla i # j, to g;a # €ja dla @ # j.
Otrzymujemy wiec ponizszy wniosek.

Whniosek 3. Jezeli 0 # b € K ma w K pierwiastek stopnia n, to liczba pierwiastkéw stopnia
n zb w ciele K réwna sie liczbie pierwiastkow stopnian z 1 w K.

Definicja 6. Pierwiastek ¢ stopnia n z 1 nazywamy pierwiastkiem pierwotnym stopnia n,
jezeli € nie jest pierwiastkiem z 1 stopnia mniejszego niz n.

Twierdzenie 6. Kazdy pierwiastek z 1 w ciele K jest prerwiastkiem pierwotnym dokladnie
jednego stopnia. Jesli € jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia m, to w ciele tym istnieje
doktadnie n réznych pierwiastkéw stopnia n z 1; sq to potegi € =1, et =¢,..., e L.

Do wyznaczenia wszystkich pierwiastkéw z 1 stopnia n wystarczy wiec znalezé jakikolwiek
pierwiastek pierwotny stopnia n.

Przyklad. Latwo uzasadnié, ze wszystkie pierwiastki stopnia n z jednosci w ciele liczb ze-
spolonych sa potegami pierwiastka €1 = cos(27/n)+isin(27/n). Dodamy teraz (bez dowodu)
nastepujaca uwage.

Na to, by liczba ¢}, byla n-tym pierwiastkiem pierwotnym z jednosci, potrzeba i wystarcza,
by liczby k i n byly wzglednie pierwsze.

Na przyktad, dla n = 5 pierwotne sg €1, €2, £3,£4. Dla n = 6 pierwotne sa tylko €; i 5.
Fatwo uzasadnié, ze pierwiastki 1,¢eq, . .. ,5?71 sa wierzchotkami n-kata wypuklego foremnego
wpisanego w okrag jednostkowy. Gdy wezmiemy zamiast €; inny pierwiastek pierwotny e
i potaczymy po kolei wierzcholki 1,ey,e%,. .. ,52_1, otrzymamy gwiazdzisty n-bok foremny
wpisany w koto jednostkowe.

Nastepujace twierdzenie nazywane jest tradycyjnie zasadniczym twierdzeniem algebry.

Twierdzenie 7. (zasadnicze twierdzenie algebry) Kazdy wielomian stopnia dodatniego
o wspolczynnikach zespolonych posiada w ciele liczb zespolonych co najmniej jeden pierwia-
stek.

Znanych jest kilkadziesiat dowodéw tego twierdzenia (pierwszy byl Gaussa z 1799 r.). Wszyst-
kie sa dos¢ trudne. Przy tym dowody czysto algebraiczne wlasciwie nie istnieja, zatem trady-
cyjna nazwa jest mylaca — to twierdzenie nalezaloby wlasciwie zaliczy¢ do analizy zespolone;.
W cialach Q i R twierdzenie nie jest prawdziwe, bo wielomian X2 4 1 nie ma pierwiastka w
R (a tym bardziej w Q).

Zauwazmy, ze z twierdzenia 7 wynika prosto ponizszy wniosek.

Whniosek 4. Dowolny wielomian stopnia n o wspotczynnikach zespolonych posiada w ciele
liczb zespolonych dokladnie n pierwiastkéw (pierwiastki wielokrotne liczymy tyle razy, ile
wynosi ich krotnosc).

6. Pierscienie ilorazowe wielomianéw
Niech P bedzie pierScieniem, a I jego ideatem.
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Jezeli I <1 P, to I jest dzielnikiem normalnym grupy (P, +). Mozna wiec utworzy¢ grupe ilo-
razowg P/I. Jej elementami sa warstwy wzgledem podgrupy I. Warstwe zawierajaca element
a oznaczamy a + I. W grupie ilorazowej okreslimy mnozenie wzorem:

(a+D)(b+1)=ab+ 1.

Grupa P/I po wprowadzeniu w niej mnozenia uzyskuje strukture pierécienia. Pierécien ten
nazywamy pierscieniem ilorazowym.

Jezeli ideal jest generowany przez zbiér jednoelementowy, to nazywamy go gfdwnym. Pierscien
catkowity, ktorego kazdy ideal jest gtéwny, nazywamy pierscieniem ideatow glownych.

Whiosek 5. Ideal gldwny (a) generowany przez element a € P jest zbiorem elementdw
postaci ab, gdzie b € P.

Twierdzenie 8. Kazdy ideal pierscienia liczb catkowitych Z jest gtowny.
Zastosujemy powyzsze pojecia do pierscienia wielomianow.

Opis pierscienia ilorazowego wielomianéw.

Rozwazmy pierécient K[X] wielomianéw nad cialem K.

Twierdzenie 9. Kazdy ideal piericienia K[X] jest glowny.

Zatem kazdy ideal P pierécienia K[X] jest generowany przez pewien wielomian p(X), tj.
sklada sie ze wszystkich wielomianéw podzielnych przez p(X).

Wobec tego elementami pierécienia ilorazowego K[X]/P sa klasy réwnowaznosci relacji na
K[X] okreslonej warunkiem

f(X) = g(X) mod (p(X)) wtedy i tylko wtedy, gdy f(X) — g(X) € (p(X))

Lemat 1. f(X) = g(X) mod (p(X)) wtedy i tylko wtedy, gdy f(X) i g(X) dajg te samq
reszte przy dzieleniu przez p(X).

Zatem kazda warstwa [f(X)] zawiera reszte z dzielenia f(X) przez p(X). Z ponizszego twier-
dzenia wynika, ze ta reszta jest jednoznacznie okreslona.

Twierdzenie 10. Niech K[X] bedzie pierscieniem wielomiandw nad ciatem K i niech P
oznacza ideal generowany przez wielomian p(X) stopnia n > 0. Kazdy element pierdcienia
tlorazowego K[X]/P jest postaci

Pag+am X+ - +ap1 X",

gdzie ag,a1,...,an_1 € K, przy czym roznym ciggom ag, a1, -..,0,—1 odpowiadajq TOZNne
elementy.

Przyktad. Napisaé tabelki operacji w pierscieniu Zo[X]/(X? + X +1).
Mozliwe reszty z dzielenia przez X2 + X +11t0 0,1, X, X + 1. Sg wiec 4 warstwy:

PP+1,P+X,P+X+1

Tabelka dodawania:

+ P P+1 P+ X P+X+1
P P P+1 P+ X P+X+1
P+1 P41 P P+X+1 P+X
P+ X P+ X P+X+1 P P+1
P+X+1|P+X+1 P+X P+1 P

Tabelka mnozenias:



. P P+1 P+ X P+X+1
P P P P P

P+1 P P+1 P+ X P+X+1
P+ X P P+X P+X+1 P+1
P+X+1 | P P+X+1 P+1 P+ X

Przy obliczaniu iloczynéw uwzgledniamy fakt, ze P + X2 + X + 1 = P (czyli praktycznie
X2+ X +1=0, badz réwnowaznie X2 = X + 1).

Elementy pierécienia ilorazowego mozna oznaczaé: [f(X)] lub P + f(X), ale najpraktyczniej
jest oznaczaé je po prostu jako ag+a; X +- - -+a,_1 X" !, bo taki wielomian okresla warstwe
jednoznacznie.

Jezeli P = (p(X)) oraz degp(X) = n, to elementami pierscienia ilorazowego sa wszystkie
wielomiany stopnia mniejszego od n. Ilos¢ tych wielomianéw zalezy od ciala K.

Przyktad. Niech p(X) = X2+1. Wtedy pierscien ilorazowy sklada sie z wielomianéw postaci
a1 X + ag, gdzie ag,a; € K. Zatem

1. jedli K =R, to jest nieskonczenie wiele takich wielomianow;

2. jesli K = Zs, to sa 4 takie wielomiany;

3. jesli K = Zs, to jest 9 takich wielomiandow;

4. jesli K = Zs, to jest 25 takich wielomianéw;

Mnozenie warstw (czyli wielomianéw) wykonujemy w tym pierscieniu modulo X2 + 1, co
praktycznie oznacza, ze X2 zastepujemy przez —1. Zatem

1. jedli K =R, to (a +bX)(c+dX) = ac+ (ad + bc)X + bdX? = (ac — bd) + (ad + bc) X;
2. jesli K =Zo, tonp. (X +1)2=X?+1=0;

3. jedli K =73, tonp. (X +2)2=X?+X+1=X;

4. jedli K =Zs, tonp. (X +2)2 = X2 +4X +4=—-1+4X +4=4X.

Nalezy pamietaé, ze elementami pierscienia ilorazowego sa warstwy wzgledem
ideatu (p(X)), czyli zbiory wielomianéw. Warstwa zawiera tylko jeden wielomian
stopnia mniejszego niz degp(X), i ten wielomian jest jej reprezentantem.



