1 Portfele polis

Poniewaz sktadka jest ustalana jako warto$é¢ oczekiwana rzeczywistego, losowego
kosztu ubezpieczenia, wiec jest tym blizsza $redniej wydatkow im wieksza jest
liczba ubezpieczonych. Polisy grupuje sie wiec w tzw. portfele. Suma sktadek
wplywajacych do portfela powinna wystarczy¢ na wyplaty odszkodowan.
Przyklad 1. Rozwazmy portfel 50 polis na dozycie, z czasem trwania 5 lat,
dla 40-latkow. Kazda polisa jest na sume 10 000 zt i od kazdej pobierana jest
sktadka
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Te sktadki tworza fundusz portfela. Zaktadamy, ze nie ma zadnych innych kosz-
tow. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze fundusz zbankrutuje, tzn. ze nie wy-
starczy na pokrycie zobowigzan?

Na poczatku mamy

5000004, = 5000000°5ps,

a po akumulacji

(1 +7)°5000004,, & = 5000005pso.

Calkowita wyplata jest zmienna losowa. Niech 11,75, ..., T59 beda przyszlymi
czasami zycia 0s6b ubezpieczonych w tym portfelu. Zakladamy, ze te zmienne
sa niezalezne. Niech Xy = 1(T} > 5). Wtedy calkowita wyplata wynosi
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i niewyplacalnos¢ pojawi sie, gdy
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Prawdopodobienstwo tego zdarzenia wynosi
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Zmienna 220:1 X}, ma rozklad Bernoullego z parametrami n = 50, p = 5p4o. Po-
niewaz prawdopodobienstwo s5p4o obliczone na podstawie publikacji GUS Trwa-
nie zZycia w 2009r. wynosi 0,98010 dla mezczyzn i 0,99332 dla kobiet, wiec np = A
jest zbyt duze, aby przybliza¢ ten rozklad rozktadem Poissona. Zatem w celu
oszacowania prawdopodobienstwa powolamy sie na centralne twierdzenie gra-
niczne.
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Twierdzenie 1 (Moivre’a-Laplace’a) Jesli X1, Xo, ..., X,, sq niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozkladzie zero-jedynkowym, tzn. Pr(X, = 1) = p, Pr(Xy =
0)=1-p=gq,to
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gdzie ®(u) jest dystrybuantq rozkladu normalnego.

Zatem
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Ten przyklad pokazuje, ze sktadka netto to zbyt malto, aby zapewnié¢ wysokie
prawdopodobienistwo realizacji zobowiazan. Stuprocentowe bezpieczenstwo za-
pewnitaby kwota 500 000, ale sktadki jej nie zapewnia. Postawimy sobie skrom-
niejszy cel: wyliczymy kwote hg jaka nalezy mie¢ w chwili ¢ = 0 aby z prawdo-
podobienstwem 0,95 zaspokoi¢ wszystkie roszczenia ubezpieczonych.
Poszukamy rozwiagzania w postaci hg = 50 - C'(1 + €)A40:15‘, gdzie C' = 10000
jest suma ubezpieczenia. Liczba € to tzw. wspdlczynnik wzglednego narzutu bez-
pieczenistwa (relative safety loading), nazywany tez wspélczynnikiem narzutu na
ryzyko.

Pytamy wiec o minimalna wartosé hg, dla ktorej

Pr (§0Xk < h0> > 0,95.

Zastosujemy przyblizenie wynikajace z centralnego twierdzenia granicznego.

Twierdzenie 2 (centralne twierdzenie graniczne) Jesli X1, Xo,..., X, sq
niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkiadzie z wartoscig oczeki-
wang E(Xg) = m i wariancjg Var(Xg) = o2 , to
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gdzie ®(u) jest dystrybuantq rozkladu normalnego.
Obliczamy:
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Zatem najmniejsza liczbe € wyznaczymy z rownania

> 1,645.

2 1 _ 1)2
1’645\/ A40:5| (A40:5|)
€ =
\/EAM%\

Poniewaz A L = v%5p,, wiec
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Podstawiajac prawdopodobienstwo spso (0,98010 dla mezczyzn i 0,99332 dla
kobiet) obliczamy ¢ .

Dla mezczyzn € =~ 0,0331, a dla kobiet € ~ 0,0191. Oznacza to, ze jesli bedzie
sie pobieraé sktadke o 3,31% wieksza (dla mezczyzn) badz o 1,91% wieksza (dla
kobiet), to z prawdopodobiefistwem 0,95 nie nastapi ruina tego portfela.
Przyktad 2. Portfel n polis na zycie w wysokosci C platnych na koniec roku
Smierci, dla 40-latek. Niech Z7, Zs, ... oznaczaja znormalizowane (tzn. w wyso-
kosci 1) wartosci obecne tych polis. Zakladamy, ze zmienne Zj sa niezalezne.
Pytamy, ile musi wynosi¢ hg = n - C(1 4 €) Asg, by

Pr (éczk < h0> > 0,95.

Poniewaz znalezienie rozkladu >_;_, Zy jest trudne, nawet przy jakim$ anali-
tycznym prawie $miertelnosci, zastosujemy przyblizenie wynikajace z centralne-
go twierdzenia granicznego.

Twierdzenie 3 (centralne twierdzenie graniczne) Jesli X1, Xo,..., X, sq
niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie z wartoSciq oczeki-
wang BE(Xy) = m i wariancjg Var(Xy) = o2 | to
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gdzie ®(u) jest dystrybuantq rozkladu normalnego.



Obliczamy
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Poniewaz Ayg = Z;’;O VF ) paoqaosk, wiee wykorzystujac tablice trwania zycia
dla kobiet i przyjmujac techniczna stope procentows r = 5% znajdujemy przy
pomocy arkusza kalkulacyjnego A4o = 0,150819, 24,9 = 0,04046 i obliczamy
_ 1,645 v/0,017713  1,451638
Vn 0,150819 N
Liczba € zalezy, jak widaé¢, od n. Zatem
1,451638
vn
Np. dlan = 100 mamy ho = 17,27125C, a dla n = 1000 mamy hy = 157, 7423C.
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Mozna tez wyrazié¢ warto$¢ W (t) tego portfela w chwili ¢. Przypusémy, ze kolejne
chwile $mierci oséb z tego portfela to
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Oczywiscie wazne sa tylko te momenty $mierci, ktére nastapia w czasie trwania
ubezpieczenia.

2 Sktadki brutto

Biezace koszty, jakie ponosi firma ubezpieczeniowa to
e koszty akwizycji
e koszty pobierania sktadki
e koszty administracyjne (zarzadzania polisa)

Koszty akwizycji sa zwiazane z wystawieniem nowej polisy (reklama, pro-
wizja agenta, koszty agenta (np. przejazdy), koszty badan medycznych, itp.)
Zakladamy, ze sa one proporcjonalne do sumy ubezpieczenia. Wspotczynnik
proporcjonalno$ci oznaczamy przez .

Koszty pobierania skladki sg ponoszone tylko w latach, w ktérych jest po-
bierana skladka. Zakladamy, ze sa one proporcjonalne do sktadki brutto. Wspoél-
czynnik proporcjonalnosci oznaczamy przez (3.

Koszty administracyjne to wszystkie pozostale, a wiec wynagrodzenia pra-
cownikow, czynsze lub koszty obstugi wlasnych budynkéw, koszty ustug teleko-
munikacyjnych i informatycznych, podatki, itp. Te koszty sa pobierane w calym
okresie waznosci polisy. Zakladamy, ze sg one proporcjonalne do sumy ubezpie-
czenia. Wspélczynnik proporcjonalnosci oznaczamy przez -.

Sktadkq brutto (expense-loaded premium) nazywamy poziom sktadki P’" taki,
ktory przecietnie zapewni pokrycie przysztych wyplat z tytulu ubezpieczenia i
i wszystkich w.w. kosztéw. Zatem

P =P 4 P*4 PP 4+ P,

gdzie P jest sktadka netto, a pozostate sktadniki dotycza kosztow.
Np. sktadka brutto dla ubezpieczenia na zycie i dozycie spelnia na mocy po-
wyzszych ustalen rownanie
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